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ALLS BEGHTE, 
EINSOHLIESZIiIOH DES ÜBEBSETZUNGSBEOHTS , YOBBEHALTEN. 



Vorwort zwc ersten Auflage. 



Die Maxwellsche Theorie des elektromagnetiseben Feldes, in 
welche der erste Band dieses Werkes einiiihrtj bildet gewissermaßen 
das erste Stockwerk der modernen Theorie der Elektrizität. Kaum 
hatten die Physiker sich hier eingerichtet, als eine Fülle neuer Er- 
scheinungen auf sie einstürmte imd eine Weite rtührung des Baues 
erheischte. Das zweite Stockwerk des Gebäudes der Elektrizitäts- 
lehre, die Elektronentheorie, nimmt diese meist als elektromagnetische 
Sti-ahinng sich kundgehenden Erscheinungen auf. Auf Maxwellschen 
Yorstellungen bauend, betrachtet die Elektronentheorie den Eaum 
als ein physikalisches Kontinuum, welches die elektroma- 
gnetischen Wirkungen überträgt. Aiisgangsstellen und Angriffs stellen 
dieser Wirkungen liegen in der Elektrizität. Diese soU aus unteilbaren 
Elementarquanten , „Elektronen" genannt, zusammengesetzt sein. 
Jeder elektrische Strom wird als Konvektionssti'om bewegter Elek- 
tronen aufgefaßt. Die Kathodenstrahlen werden gedeutet als ein 
solcher Konvektionsstrom negativer Elektronen, die mit großer Ge- 
schwindigkeit einander parallel sich bewegen; dieser ,, Kon vektion s- 
Strahlung^' tiitt die „Welleustrahlung*^ gegenüber, die durch 
Bchwingungeu eben dieser Teilchen erregt seiE soll. Der Theorie 
beider Arten elektromagnetischer Strahlung ist der vorliegende zweite 
Band der ,,Theorie der Elektrizität" gewidmet. 

Der erste Abschnitt beginnt mit der Darlegung der physikalischen 
und mathematischen Grundlagen der Elekti^onentheorle. Es werden 
die Tatsachen aufgeführt, welche die Annahme einer atomistischen 
Struktur der Elektrizität nahe legen. Aus den Grün dgleichun gen 
der Elektronentheorie wird der Begrifi der ,,elektromagiietisehen Be- 
wegungsgröße^* abgeleitet, welcher für die elektromagnetische Mechanik 
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überhaupt, sowohl für die Mechanik der Elektronen wie auch für 
die Theorie des Strahlungsdruckes von fundamentaler Bedeutung ist. 
Es werden ferner allgemeine Lösungen der Grundgleichungen gegeben, 
mit Hilfe der „elektromagnetischen Potentiale", die als Verall- 
gemeinerungen des skalaren Potentiales elektrostatischer Felder, bzw. 
des Vektorpotentiales stationärer magnetischer Felder anzusehen sind; 
jene Lösungen, auf welche wir weiterhin oft zurückgreifen, können 
auch durch einen einzigen Vektor zusammengefaßt werden, der von 
uns als „Hertzscher Vektor" bezeichnet wird. 

Sodann folgt im zweiten Kapitel die Theorie einer beliebig 
bewegten Punktladung. Das schwingende negative Elektron bildet 
das einfachste, durch das Zeemansche Phänomen in vielen Fällen 
als naturgetreu bestätigte Modell einer Lichtquelle; was die entsandte 
Wellenstrahlung anbelangt, kann das Elektron in den meisten Fällen 
durch eine Punktladung ersetzt werden. So sind denn die Ent- 
\^ Wickelungen dieses Kapitels auch für die Dynamik des Elektrons 

von Interesse, um so mehr, als sie unabhängig von jeder Hypothese 
. über die Gestalt des Elektrons sind. 

Um die Mechanik des Elektrons vollständig zu entwickeln, be- 
darf es allerdings einer besonderen Annahme über dessen Form. 
Ich habe an der Annahme eines starren kugelförmigen Elektrons fest- 
gehalten, die ich der rein elektromagnetischen Theorie der Kathoden- 
und Eadiumstrahlen zugrunde gelegt hatte. Mir scheint nichts vor- 
zuliegen, was dazu nötigen könnte, diese Grundhypothese fallen zu 
lassen. Immerhin habe ich auch den abweichenden Auffassungen von 
H. A. Lorentz in diesem Buche Eechnung getragen. Die wertvollen, 
aus dem Bereiche der beobachtbaren quasistationären Bewegung 
herausfahrenden Untersuchungen von P. Hertz und A. Sommerfeld, 
welche gleichfalls auf der Voraussetzung des starren kugelförmigen 
Elektrons fußen, sind in die hier gegebene Darstellung der Dynamik 
des Elektrons eingearbeitet worden. 

Der zweite Abschnitt beschäftigt sich mit den elektromagne- 
tischen Vorgängen in wägbaren Körpern. Die Hauptgleichungen 
der Elektrodynamik, welche die beobachtbaren elektromagnetischen 
Vektoren miteinander verknüpfen, ergeben sich nach H. A. Lorentz 
durphMittelwertsbildung aus den für die Felder der einzelnen Elektronen 



\ 




Yorwoxi 



YR 



geltenden Gleiehungen, Für riikende Körper erhält man auf diese 
Weise die Hauptgleichungen der Maiwellschen Theorie; für bewegte 
Körper aber folgen die Lorentzsehen Gleichungen, welche von denen 
der Hertzschen Elektrodynamik bewegter Körper verschieden sind, 
und mit der EirfahniEig in besserer Übereinstimmung sich befinden. 
Daß die elektromagne tischen und die optischen ELgenschaften die- 
lektrischer Körper durch die Anwesenheit von „Polarisations- 
K elektronen" befriedigend erklärt werden, wird insbesondere für 
die magnetische Drehung der Polarisations ebene und die Dispersion 
der Körper gezeigt. Die metallische Leitung wird mit P. Drude auf 

Ifrei bewegliche ,^Leitungselektroiien^* zuräckge führt, die in regel- 
loser Wärmebewegnng begriffen sind. 
Im zweiten Abschnitt sind auch einige Probleme behandelt worden, 
welche mit der atomistischen Hypothese nur lose zusammenhängen. 
Man findet hier Sätze abgeleitet, welche die Strahlung bestimmen, 
die von hochfrequenten Strömen in linearen Leitern entsandt ivird^ 
insbesondere die Anwendung dieser Sätze auf Sendeantennen ist für 
■ die drahtlose Telegraphie von Interesse. Ich bin alterdingg auf 
diese Probleme nicht so ausführlich eingegangen, wie ich ursprünglich 
beabsichtigte, sondern habe mich mit der Darlegung desjenigen begnügt, 
was zur Beurteilimg der bei der drahtlosen Telegraphie stattfindenden 

IYorgänge unentbehrlich ist. 
Auf den Gesetzen der Lichtfortpflanzung im Räume und auf den 
fundamentalen Sätzen der elektromagnetischen Hechanik beruht die 
gegebene Losung des Problems der Reöenon des Lichtes durch einen 
bewegten Spiegel. Diese Lösung ist aufs engste verknüpft mit dem 
thermodynamischen Gesetze der strahlenden Wärme, das 
^■Ton. so hervorragender praktischer und theoretischer Bedeutung ge- 
worden ist. Aus der eiperimentellen Bestätigung dieses Gesetzes dürfen 
wir schließen, da 3 die Prinzipien der elektromagnetischen Mechanik, 
auf welche unser Beweis sich stützt, der Wirklichkeit entsprechen. 
H Bchwierigkeiten erwachsen der Elektronentheorie durch das 
" negative Ergebnis aller bisherigen Versuche, die auf eine Entdeckung 
des Einflusses der Erdbewegung auf das Lieht irdischer Lichtquellen 
hinzielen. Zu diesen Fragen nehmen wir in den letzten Paragraphen 
L Btellong. 



^^ 



Vni Vorwort. 

HeiTn Dr. P. Hertz bin ich für seine Mitarbeit an dem Register, 
welches beide Bände der „Theorie der Elektrizität^' umfaßt, zu Dank 
verpflichtet und nicht minder Herrn Dr. G. Rümelin für seine 
Hilfe beim Lesen der Korrekturen des zweiten Bandes. 

Die Theorie der Elektrizität scheint jetzt in das Stadium einer 
ruhigeren Entwickelung eingetreten zu sein. Es scheint der Zeitpunkt 
gekommen, wo man Halt machen und auf das Erreichte zurückschauen 
darf. Einem solchen Rückblick ist das vorliegende Werk gewidmet. 
Es will über die Grundlagen der Theorie Klarheit verbreiten und so 
den weiteren Fortschritt vorbereiten. Mag es dies Ziel nicht verfehlen! 

Wiesbaden, im März 1905. 

M. Abraham. 



Vorwort zur zweiten Auflage. 



In den drei Jahren, die seit dem Erscheinen der ersten Auflage 
dieses Bandes verstrichen sind, ist durch die experimentelle Forschung 
unsere Kenntnis von den verschiedenen Arten elektromagnetischer 
Strahlung bereichert worden. Zwar scheint das einfache Bild, durch 
welches die Elektronentheorie in ihrer ursprünglichen Form die Ver- 
knüpfung von Materie und Elektrizität darstellt, die Mannigfaltigkeit 
der Erscheinungswelt nicht immer naturgetreu wiederzugeben; doch 
hat diese Theorie sich im großen und ganzen als zuverlässiger Führer 
erwiesen. So sind wesentliche Änderungen in der Auflage des Bandes 
nicht notwendig gewesen. 

Einen Fortschritt hat die Theorie der strahlenden Wärme zu 
verzeichnen; es ist das Problem der Dynamik des Hohlraumes, 
welches von F. Hasenöhrl aufgeworfen worden war, durch den zu 
früh verstorbenen K. v. Mosengeil auf Grund der Gesetze der Licht- 
flexion am bewegten Spiegel gelöst worden. Hierauf sowie auf die 
anschließenden Untersuchungen von M. Planck über die Thermo- 
dynamik eines bewegten, strahlungserfüUten Hohlraumes gehen wir 
im § 44 ein. 



Vorwort. 



IX 



Die bereits in der ersten Auflage angedetitöteii Schmerigkeiteii, 
das FeHen eines Einflusses der Erdbewegung auf irdische Vorgänge 
vom Standpunkte der Elektrodynamik aus zu deuten, sind iu den 
letzten Jahren inm Gegenstande zahlreicher theoretischer Abhandlungen 
gemacht worden. Obwohl die Lorentzschen Feld gleichungen die absolute 
Geschwindigkeit der Elektronen enthalten, hat man versucht, sie 
mit dem ,,Postulat der Relativität", weiches einen Einfluß einer 
gleichförmigen Translationsbewegung auf die Yorgänge La einem ab- 
geschlossenen Systeme ausschließt, zu vereinbaren, wobei von der 
Freiheit der Hypothesen- und Definitions-Bildung oft ein recht w^eit- 
gehender Gebranoh ge macht wurde. Diesem Seitensproß der Theorie 
von H, Ä. Lorentz sind die letzten sechs Paragraphen des Bandes ge- 
widmet. Es ergibt sich, daß die Einführung des Relativitätspostulats — 
wenigstens in der Dynamik des Elektrons — zn ungelösten Wider- 
sprüchen inhil;, wofern man an der elektromagnetischen Deutung, die 
doch allen diesen Ent Wickelungen zugrunde liegt, festhält (§ 49). 
Auf dem Gebiete der elekti*omagnctisehen Vorgänge in wägbaren Körpern 
dagegen, dem ja die zu deutenden negativen Yersuchsergebnisse an- 
gehören, wird durch die Gnmdgleichnngen von H, Minkowski (§§ 38, 
5ö) dem Relativitätspostnlate genügt; hier mündet die Elektronen' 
theorie in eine mehr phänomenologische Darstellungs weise ans, welche 
mit der schon früher von E. Colm gegebenen in mancher Hinsicht 
verwandt ist. 

In der neuen Auflage sind die Zitate meist durch Ziffern ersetzt, 
welche auf das am Schlüsse beigefügte Literaturregist-er verweisen, 

Herrn Dr, C. H- Müller bin ich für seine fi*eundhche Unter- 
Stützung bei der Korrektur zu Dank verp Richtet. 

Grindelwald, im JuH 1908. 

H. Ahraliam. 
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flüß dieser Wechsel Wirkungen Bich herstellende dynatnische Gleich- 
gewicht untersucht. Da ein ausführliches Eingehen auf diese 
Dinge uns von dem eigentlichen Gegenstände dieses Werkes 
zu weit ahführen würde, so sei der Leser auf die sehr lehr- 
reiche Ähhandlang von P. Langevin-'*) hingewiesen; dieselbe 
enthält auch eine Übersicht über die Eigenschaften ionisierter 
Gase, deren Kenntnis man hauptsächlich den Forschungen der 
Cambridger Schule verdankt. 

Die Existenz diskreter elektrischer Teilchen in einem 
Gase, welches der Durchstrahlung mit Röntgenstrahlen, mit 
Kathodenstrahlen oder Radinmstrahlen ausgesetzt war, wird 
nun durch eine bemerkenswerte Eigenschaft eines solchen 
ßases bewiesen: Wird es mit Wasserdampf gemischt und der 
letztere, etwa durch plötzliche Expansion, in den Zustand der 
Übersättigung gebracht, so findet eine Kondensation des 
Wasserdampfes statt, es bildet sich eine aus kleinen Tröpfchen 
bestehende Wolke; und zwar findet dieses bei einem Grade 
der Übersättigung statt, bei dem ohne vorherige Durchstrahlung 
des Gases eine Kondensation des Wasserdampfes nicht erfolgt 
wäre. Da die Eigenschaft, den Wasserdampf zu kondensieren, 
der durch die Durchstrahlung dem Gase erteilten Leitfähigkeit 
parallel geht, so liegt es nahe, den Gasionen die Rolle von 
Kondensationskernen zuzuschreiben Trifft das zu^ so macht 
die Bildung von WaBsertröpfehen um die Gasionen als Kerne 
die Gasionen der unmittelbaren Beobachtung und der Abzahlung 
zugänglich. 

Auf der Beobachtung derartiger Wolken von Wasser- 
tröpfchen fußen die Bestimmungen der Ladung eines GasionSj 
die von J.S.Townsend^^*), J. X Thomson ^^) und H.A. Wilson ^^j 
ausgeführt worden sind. Die Masse des einzelnen Tröpfchens 
kann aus der Fallgeschwindigkeit der Wolke berechnet werden. 
Nach G. G. Stokes ist die Geschwindigkeit, mit der eine kleine 
Kugel vom Radius a unter dem Einfluß der Schwerkraft fällt., 
durch die Formel gegeben 
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4 Erster Abschnitt. Feld und Bewegung einzelner Elektronen. § 1. 

wo g die Beschleunigung der Schwere, g den Reibungs- 
koeffizienten des Grases vorstellt. Aus dieser Gleichung ist der 
Radius und somit die Masse m der Tröpfchen zu bestimmen. 
Die Geschwindigkeit eines jeden Tröpfchens ist proportional 
der auf dasselbe wirkenden Kraft; wirkt nur die Schwere, so 
beträgt die Ejraft mg. Wird aber ein elektrisches Feld (t erregt, 
so ist der Schwerkraft mg die Kraft e(t hinzuzufügen, die das 
Feld auf das geladene Tröpfchen ausübt. Diese Kraft wirkt, 
wenn @ vertikal nach unten gerichtet ist, im Sinne der Schwer- 
kraft oder im entgegengesetzten, je nachdem es sich um die 
positiven oder um die negativen Tröpfchen handelt. Die Fall- 
geschwindigkeit wird dadurch geändert, im Verhältnis 

1/ ^ mg±e\%\ 
V mg 

Durch Beobachtung der Fallgeschwindigkeit, zuerst unter dem 
Einfluß der Schwerkraft allein, dann unter Mitwirkung eines 
vertikalen elektrischen Feldes, kann somit die Ladung e des 
einzelnen Tröpfchens ermittelt werden. Auf diesem Wege fand 
H. A. Wilson für e als mittleren Wert 3,1 • 10'^^ elektro- 
statische Einheiten. Dieses Ergebnis ist in guter Überein- 
stimmung mit den letzten Resultaten J. J. Thomsons. 

Enthält nun ein Tröpfchen nur ein einziges Ion, so ist 
durch diese Zahl die Ladung eines Gasions gegeben. A priori 
wäre es allerdings denkbar, daß einzelne Tröpfchen mehrere 
Ionen enthielten, doch ist dieses angesichts der gleichen Be- 
schaffenheit aller Tröpfchen höchst unwahrscheinlich. Es be- 
trägt hiemach die Ladung eines Gasions rund 

(2) 6 = 3.10-10 

elektrostatische Einheiten. 

Durch sinnreiche Versuche, die J. S. Townsend^^) über die 
Wanderungsgeschwindigkeit und die Diffusion der Gasionen 
angestellt hat, ist femer bewiesen, daß die Ladung der Gasionen 
in allen Fällen gleich der Ladung eines einwertigen elektro- 
lytischen Ions ist. Dieses Ergebnis macht es höchst wahr- 
scheinlich, daß die elektrische Ladung der Teilchen, deren 
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Sxistenz jene Kondensationspliänomeiie enthüllen, mit dem 
elektrischen Elementarquantum identisch ist. 

Setzen wir den Zahlwert (2)j der nach Towneend gleich- 
^zeitig die Ladung eines Wasserstoffions angibt, in (1) ein^ so 
erhalten wir als Masse eines Wasserstoffatoms: 

(2 a) m^ = 10- ** Gramm. 

Ist N die sogenanote Loachmidtsche Zahl, d, L die Zahl 
der Molekülej die sich bei normaler Temperatur und normalem 
Drnck In dem Kubikzentimeter eines Gases befinden, so ist 
2ms- N gleich der Dichte des Wasserstoffes (0,8961 - 10 ~*> 
Man erhalt demnach für die Loachmidtsche Zahl 

(2 b) N=i,blO'% 

einen Zahlwert, der mit den besten Bestiimnuiigen aus gas- 
theoretischen Daten gut übereinstimmt und wohl als die ge- 
naueste vorliegende Bestimmung dieser für die Molekulartheorie 
indamentalen Zahl anzusehen ist. 

Wir finden also, daß die verschiedensten Eigenschaft en 
ler Materie und der Elektrizität zu denselben Werten der 
fundamentalen Konstanten der Atomistik führen. Es bestätigen 
sich in befriedigender Weise die Grund Vorstellungen der ato- 
mistischen Hypothese, Wir werdeo daher in dem vorliegenden 
zweiten Bande der j, Theorie der Elektrizität *' die Elektrizität 
als aus kleinsten elektrischen Elementarquanten bestehend an- 
nehmen. 

§ 2. Die Kathodenstralilen. 

Schickt man den elektrischen Strom durch eine stark 
evakuierte Glasröhre, so zeigen die Wände der Röhre eine 
eigentümliche grüne Flnoreszeuz. Die experimentelle Unter- 
suchung dieser Erscheinung^ die zuerst von J. Plücker, W. Hittorf 
und E. Goldsteil t unternommen wurde^ hat zu der Erkenntnis 
geführt, daß man es hier mit einer Art von Strahlen zu tun 
hatj die von der Kathode ausgehen j sie wurden demgemäß von 
dem letztgenannten Forscher als ^^Kath öden strahlen" be- 
zeichnet. Über die Natur dieser Strahlen wurden zwei ver- 
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acliiedeiie Hypothesen aufgestellt ^ die man als j^Eraiesione- 
hypotheae** und ^jUnduIationshypotheee" untersclieiden 
kann. Die Emisaionshypothese^ die hauptsächlich in England^ 
durch W. Crookeg und A. Schuater, entwickelt wurde ^ be- 
trRchtete die Kathodenstrahlen als negativ geladene Gaamole- 
küle^ die von der Kathode abgestoßen und in die Röhre hinein 
geschlendert werden. Manche Tatsachen, insbesondere die 
magnetische Ablenkbarkeit der Strahlen, fügten sich un- 
gezwungen dieser Erklärung. In Deutschland Terhielt man 
sich dieser Erklärung gegenüber dennoch ablehnend; man hielt 
die Kathodenatrablen für eine viel feinere, dem Lichte ähnliche 
Erscheinung. Diesen Standpunkt vertrat auch Heinrich Hertz, 
der zuerst fand, daß die Kathodenstrahlen durch dünne Metall- 
blättchen hindurchdringen. Er sah die magnetische Ablenkung 
der Kathodenstrablen als einen der magnetischen Drehung der 
Polarisationsebene des Lichtes analogen Vorgang an und hatte 
wohl ursprünglich eine Undulationstheorie im Sinne, welche 
die Kathodenstrablen als longitudinale elektromagnetische 
Wellen deutete; zeigten doch die theoretischen Untersuch ongen 
von Helmboltz, daß die Femwirkungstbeorie der Elektro- 
dynamik solche longitudiualeu Wellen zuließ. Nachdem aber 
durch Hertz selbst die Maxwellschen VorsteUungeu zum Siege 
geführt waren, blieb für longitudinale Wellen kein Platz mehr. 
So bat denn die Undalationstbeorie der Katbodenstrahlen nie- 
mals eine greifbare Gestalt angenommen. 

Jene Entdeckung von Heinrich Hertz wurde der Aus- 
gangspunkt für die rasche Entwickelung, welche die Theorie J 
der Kathodenstrahlen in neuerer Zeit erfahren htit. Auf ihr 
fußten die Arbeiten von Ph. Lenard, welcher die Fortpflanzung 
der Kathodenstrablen außerhalb der Entladungsrohre verfolgte 
und höchst bemerkenswerte Beziehungen der Absorption der 
Strahlen zur Dichte der durchstrahlten Substanz feststellte. Die 
Untersuchungen Lenards wiederum gaben den Anstoß zur Ent- 
deckung W, C. Röntgen 3, daß die Glaswand beim Auf treffen der 
K ath odens tr ahlen eine neue , v on ihm als X - S t r a b 1 e u b e- 
zeichnete Strahlenart aussendet. 
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Durcli die Röntgenscbe Entdeckung wnrde eine Reihe von 
Physikern zur quantitativen Untersuchung der Kathodenetrahlen 
angeregt» Insbesondere sind die Arbeiten Ton E. Wiechert^^)^ 
W. Kaufmann^*), W. Kaufmann und E. Aachtinass^^j sowie die- 
jenigen von J. J. Thomson''*'} und Ph, Lenard^^ bemerkenswert- 
Diese bestätigten die Emissionshypothese insofern, ala sie 
übereinstimmend ergaben, daß die Erscheinungen sich wider- 
spruchsfrei erklären lassen, wenn man negativ geladene, träge 
Teilchen in dem Kathodenstrahle bewegt annimmt. 'Sie recht- 
fertigten andererseits die von den Gregnern der Emiasionstheorie 
geltend gemachten Bedenken insofern^ als sie für den Quotienten 
aus Ladung und träger Masse der Teilchen Zahlw^erte ergaben, 
die den Quotienten e:ms ans Ladung und Masse eines elektro- 
ly tischen Wasserstoffions um das Zwei tausendfache übertreffen. 
Auch ergab sich, daß die Eigenschaften der Kathodenstrahlen 
von der chemischen Natur des Gases und dem Elektroden- 
material unabhängig sind und nur von der Potentialdifferenz 
abhängen, durch die sie auf ihre Geschwindigkeit gebracht 
sind. In Anbetracht dieser Tatsache wäre die Annahme, daß 
die Träger der Strahlen Atome der wägbaren Materie sind, 
etwa Waaserstoffatome, geladen mit 2000 negativen Elementar- 
quanten, höchst unwahrscheinlich. Vom atomistischen Stand- 
punkte aus ist es eher plausibel ^ daß die Ladung jedes Strahl- 
teilchens ein elektrisches Elementarquantum, daß aber die träge 
Masse nur ein Zwei tausendstel der Masse des Wasserstoffions 
ist. Die weitere Ent Wickelung hat diese letztere Vermutung 
mehr und mehr bestätigt: Es sind die von wägbarer 
Materie freien Atome der negativen Elektrizität, die 
sich im Kathodenstrahle bewegen. 

Wir wollen mit J. Stoney diese Atome negativer Elektrizität 
Is jjElektroneu^^ bezeichnen. Wir schreiben ihnen die Ladung 
(— e) und die träge Masse m zu und leiten, allein auf Grund 
dieser Eigenschaften, die an Kathodenstrahleu festgestellten 
Gesetze ab. Die Erörterong der Frage, wieso die Elektron eu, 
wenn sie unbelastet mit wägbarer Materie sich bewegen, über- 
haupt Trägheit besitzen, weisen wir einem späteren Abschnitte zu. 
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Da die Bewegmig des Elektrons im leeren Räume etatt- 
findet, so brauchen wir zwischen magüetischer Induktion 89 
und magnetischer Feldstärke § nicht zu unterscheiden. Anf das 
bewegte Elektron, von der Ladung {— e\ wirkt somit im 
elektromagnetischen Felde nach Bd. I, § 96^ GL 246 a, S. 426^ 
die Kraft 

(3) St e%, 

wo 

(3a) 5 = e + ^[i>§l 

die auf die Einheit der Ladtmg berechnete elektromagnetische 
Kraft darstellt. 

Die BeweguDgsgleichung des Elektrons lautet daher 

(4) »«4? =-^5. 

Wir führen zur Abkürzung fiir den Quotienten 

(4a) 3? = — 

^ ^ ' cm 

aus dem elektromagnetisch gemessenen Betrage der Ladung f-J 

und der Masse (m) des Elektrons die Bezeichnung , ^spezifische 
Ladung" ein^ ea wird die Bewegungsgleichung 



(4b) 



dH^ 



_ ^ _ c,jg ^ _ e^fS - 1^ [ü§]. 



Das zweite Glied der rechten Seite der Bewegungsgleichung 
enthält die vom magnetischen Felde herrührende Kraft bzw, 
Beschleunigung; da diese stets senkrecht auf dem Geschwind ig- 
keitsvektor t steht, so bedingt das Vorhandensein eines äußeren 
magnetischen Feldes niemals eine Arbeitsleistung. ^M 

Ist insbesondere das äußere elektrische Feld ein elektro-" 
statisches und tp sein Potential, 



9 



(5) 



m 



da 
51 



eV 



9- 



Die skalare Multiplikation mit t> ergibt 






mt^^ 



mn 



ät 



?(liVgp) = 



dtp ds 
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►id die Integration nach der Zeit für das InterTall von ^ bis t 
Hier Bteht links der Ziii^achs der lebendigen Kraft des 
Elektrons, rechts die Arbeit j die das elektrostatiBche Feld in 
dem betreffenden Zeitintervalle an dem Elektron geleistet hat; 
letztere ist proportional dem Anstiege des elektroatatiachen 

^pPotentiales. 

^P Bewegt sich etwa das Elektron von der auf dem Potential (f>Q 
gehaltenen Kathode bis zu. einem Punkte, dessen Poteiitial be- 
kannt ist, 80 bestimmt (5a) die Geschwindigkeit |to|, wenn die 
Geschwindigkeit jt^l gegeben iat^ mit der das Elektron die 
Kathode verläßt. Diese Anfangsgeschwindigkeit iflt freilich 
nubekannt. Mau nimmt indessen mit gutem Grande an^ daß 
sie klein ist gegen die Geschwindigkeiten, die es beim Durch- 
laufen des starken in der Entladungsrohre herrschenden elek- 
ischen Feldes erhält. Man setzt daher 0« =- und findet 



w 



(6) I» I = Vif (T - «Po) = y^cTi (9 - f,). 

Wir wollen nun den Fall behandeln, wo das Elektron mit 
der so erhaltenen Geschwindigkeit (6) in einen Raam eintritt, 
in welchem ein konstantes elektrostatisches Potential herricht, 
Ist kein magnetisches Feld vorhanden, so wird es sich gerad- 
linig mit konstanter Geschwindigkeit weiter beweg«]i. Treten 
indessen magnetische Krifte hinzu, to wird die Bahn iieh 
krümmen. Wir wollen annehmen, daS das maguetitche P«I4 
^ homogen ist, und daß ism Elektron in dieti«» F^ld mit eixmr 
Ih^u den KrafÜinieti aenkrecbtai Gheidiwbidiglusi bin'^iufli^gt, 
^H}er B es chleunigungs Vektor ist imm sa^ (4 b) 



¥. 



(6») S = -fll«» 



Das Elektron bewegt sieh^ wie die ZwllfU( 4m lU 

schleunigungs Vektors in eine ^n tt paraÜeie qsbA mM^ m $ 
senkrechte Komponente (Bd, I §5, GL I4a, H, 14) *?rgil/t, in 
einer zu $ senkrechten Ebene mit koaibuiii^ (ie^chwiiidigk^it 
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Es beschreibt eine Kreisbahn, deren Radius R durch die 
Gleichung bestimmt ist 

Die Bahnkrümmung 

ist demnach um so größer, je stärker das magnetische Feld 
und je kleiner die Geschwindigkeit des Elektrons ist. 

Ist das homogene magnetische Feld nicht senkrecht zu 
der ursprünglichen Bewegung des Elektrons gerichtet, so zer- 
legen wir zweckmäßigerweise den Geschwindigkeitsvektor ti in 
zwei Vektoren, li^ und t^, von denen der erste zu § parallel, 
der zweite zu ^ senkrecht ist. Der erste liefert keinen Beitrag 
zu dem Vektorprodukte aus ti und §. Projizieren wir die 
Bewegung einerseits auf eine zu ^ parallele Gerade, andererseits 
auf eine zu § senkrechte Ebene, so zerföllt (6 a) in die beiden 
Gleichungen 

Die zu ^ parallele Komponente der Geschwindigkeit bleibt 
konstant. Auf eine zu ^ senkrechte Ebene projiziert , stellt 
sich die Bewegung als Kreisbahn dar, mit dem reziproken 
Radius 

In einem homogenen magnetischen Felde beschreibt 
das Elektron demnach eine Schraubenlinie. In dem 
speziellen Falle, wo die Bewegung anfangs senkrecht 
zu den magnetischen Kraftlinien erfolgte, artet die 
Bahn in eine Kreisbahn aus. 

Wir betrachten wieder den letztgenannten Spezialfall und 
drücken die Geschwindigkeit | ti | auf Grund von (6) durch die 
durchlaufene Potentialdiflferenz (g> — qpo) ^^s- Alsdann ergibt 
Gleichung (7): 

C8) i-Vwf^yl^l- 
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Die Erümmung dea Kathodenstralilea im senkrechten 
Magnetfelde ist der Wurzel auB der durchlaufenen 
Potentialdifferenz umgekehrt proportional Die Ver- 
Buche Ton W. Kaufmanu^^) haben dieses Gesetz ergehen und 
ßo das Zutreffen der zugininde gelegten Bewegungsgleichting 
bestätigt 

Diese Messungen konnten gleichzeitig dazu dienen, die 
spezifische Ladung der Kathodenstrahltrager zu ermitteln. So 
erhielten W. Kaufmaim^^) und S, Simon^*) den Wert 

(9) 1? = ;;^ = 1,865. 10\ 



an 



N 



für die spezifische Ladung des negativen Elektrons. 

Eine jede der Gleichungen (6) oder (7) kann verwandt 
werden, um die Geschwindigkeit zu berechnen, die den 
Elektronen in der Entladungsrohre erteilt wird. Dieselbe Hegt 
bei den öbUchen Spannungsdifferenzen yon Anode und Kathode 
zwischen ^/^^ und Vg ^^^ Lichtgeschwindigkeit. Werte von der- 
selben Größenordnung sind von E, Wiechert®'") durch direkte 
Messung der Geschwindigkeit gefunden worden. 

Da nach (9) 






- = 5,60- 101^ 



ist, so folgt durch Vergleich ung mit (1) 



(9b) 



= 1930 



als Quotient der trägen Massen von Wasserstoffatoni 
und Elektron. 

^^H § 3. Klassifikation dar Strahlungen. 

^^H Die Maswellsche Theorie versteht unter ^, Strahlung'' 
einen elektromagnetischen Energiestrom; diesen bestimmt 
sie durch den PoyntingBchen Yektor (vgl I § 85). Sie lehrt^ 
daß die Lichtwellen elektromagnetische Energie mitführeUj 
mithiif als Strahlungs Vorgänge anzusprechen sind. Die Licht- 
welleUj wie überhaupt alle elektromagnetischen Wellen, pflanzen 
sich in dera leereu Räume mit der Geschwindigkeit 
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c = 3.10»- 

eec 

fort (vgL I § 75, S, 316). Die Yerschiedenen Arten elektro^ 
magnetiBcher Wellen ^ welche wir kennen, sind nur der WeUea- 
ÜDge, aber nicht der Fortpflanzongsgesehwindigkeit nach Ter^ 
echieden. Ordnen wir nach der Wellenlänge, so haben wir 
zuerst die nltraTiolett^n Strahlen ^ dann das eigentliche sichtbare 
Lieht; dann folgen die ultraroten, nur durch ihre thermische 
Wirkung sieh kundgebenden Strahlen, deren langwelligste die 
Eahensschen Reststrahlen sini Zwischen den längst^en be- 
kannten WärmeBtrahlen (A ^ 6 » 10^^ cm) und den kürzesten 
Wellenlängen der vom elektrischen Funken ausgelösten 
Schwingungen (i -«• 0,6 cm) klafft nocli eine beträcht- 
liche Lücke. Dann folgt eine kontinuierliche Reihe Ton 
W'ellen, die wir auf rein elektrischem Wege herzustellen 
Termogen; sie erstreckt sich von den raschesten Hertzschen 
Schwingungen bis zu den langsamsten Wechselströmen d< 
Technik. 

Alle diese Strahlungen können wir durch die Benennung 
^^Wellen Strahlung" kennzeichnen. Darunter Terstehen wir 
nicht nor rein periodische Wellen, sondern auch Wellen be- 
liebiger Wellenform- Das fiir die Wellenatrahlung Charak- 
teristische ist die unabänderliche Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
im leeren Baume. 

Zu der so definierten Weilenstrahlnng gehören nun die 
Kathodenstrahlenj von denen wir im vorigen Paragraphen be- 
richteten^ nicht Diesen Strahlen kommt hingegen eine Eigen- 
schaft zUj die den obengenannten Wellen Strahlungen fehlt: 
sie fuhren nicht nur Energie, soüdern auch Elektrizität mit 
Wir wollen eine jede Strahlung, die Elektrizität mitführt^ als 
„ K n V e k 1 1 o n s s t r a h 1 u n g ^* be z eichn en. D ie Katho denstrah len 
insbesondere stellen einen Strom negativer Elektronen dar. 
Da wir die Eigenschaften dieser Atome der negativen Elek 
trizität als unabänderliche ansehen, so bleibt als *unte] 
scheidendes Merkmal verschiedener Kathodenstrahlen nur cl 
Geschwindigkeit der Elektronen übrig. 



1 
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Die Geschwindigkeit der in einer Entladungsrohre zu 
erzeugenden Kathodenstrahlen hängt, wie wir sahen^ von der 
Potentialdifferenz der Elektrodea ab. Man kann jedoch diese 
Potentialdiflerenz nicht behebig wählen , da bei geringen 
Spannungen die Entladung nicht stattfindet, und da beliebig 
hohe Spannungen nicht zur Verfügung stehen. Hierdurch ist 
das j, Spektrum" der nach der Geschwindigkeit geordneten 
Eathodenstrahlen begrenzt. Doch hat Ph. Lenard gezeigt, 
daß bei Betraehtung eines Metalles mit ultraviolettem Lichte 
Strahlen ausgesandt werden, welche ähnliche Eigenschaften, 
nur geringere Geschwindigkeit der Strahlteilcheu aufweisen, 
wie die eigentlichen Kathodenstrahlen, Andererseits hat sich 
ergeben j daß die Strahlung radioaktiver Körper, und zwar der 
Bestandteil der Strahlung^ den Rutherfort als /S- Strahlung 
bezeichnet hat, magnetisch in demselben Sinne, nur etwas 
schwächer, ablenkbar ist, wie die Kathodenstrahlen. Es lag 
nahe, hier negative Elektronen von größerer Geschwindigkeit 
zu vermuten. In der Tat haben die Untersuchungen you 
W. Kaufmann, auf die wir später ausführhcher Eurückkommen, 
gezeigt, daß die Geschwindigkeiten der in den ^-Strahlen an- 
zunehmenden Elektronen ein kontinuierliches Spektrum dar- 
steUenj das sich von der halben Lichtgeschwindigkeit bis nahe an 
die Lichtgeschwindigkeit selbst heran erstreckt. Noch besteht 
eine Lücke zwischen den raschesten der messend zu ver- 
folgenden Kathodensti'ahlen und den langsamsten ^-Strahlen, 
Wenn diese ausgefüllt sein wird, so wird jsib>r eine kontinuier- 
liche Reihe von negativen Konvektionsstrahlungen haben, die 
von beliebig kleinen Geschwindigkeiten bis nahe an die Licht- 
geschwindigkeit heranreicht 

Von positiver Konvektionsstrahlung haben wir bisher 
nicht gesprochen. Man hat gefunden, daß die leicht absorbier- 
bare StrahlujDg radioaktiver Körper, die sogenannte cc-Strah- 
lungj aus positiv geladenen Teilchen besteht. Auch gewisse, 
die elektrische Entladung in verdünnten Gasen begleitende 
Erscheinungen, die Kanal strahlen E. Gold ste ins, hat man 
auf bewegte positive Teilchen zurückführen zu können geglaubt. 
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Es baben sieh für den Quotienten aus Ladung nnd Masse in 
beiden Fällen Zahl werte ergeben, die von der Größenordnung 
des bei Wasserstoffionen Torüegenden Wertes waren. Doch 
sind diese positiTen Konvektions Strahlungen noch nicht ge- 
nügend erforscht^ um Sehlüsae auf die Natur der positiven 
Elektrizität zu gestatten. Hat raaa es hier mit den freien 
positiven Elektronen ssii tun, und ist diesen eine so viel größere^ 
Trägheit zuzuschreiben , als den negativen? Oder sind diese 
Strahlteilehen j wie die Gasionen (§ 1)^ durch Anlagerung 
wägbarer Materie an die Elektronen entstanden? Oder ist 
etwa die positive Elektrizität überhaupt von der Materie nicht 
zu trennen? Das sind Fragen, deren Erledigung der Zukunft 
vorbehalten bleiben muß. 

In diesem zweiten Baude der „Theorie der Elektrizität" 
soll nun die elektromagüetisehe Strahlung in umfassoider 
Weise bebandelt werden, sowohl die Wellen strahl ung^ wie die 
KonvektioDSBtrahlung. Die Grundlage für die Theorie 
der Strahlung gewinnen wir, indem wir die atomisti- 
schen Vorstellungen über die Konstitution der Elek- 
trizität mit den Faradaj-Maxwellschen Ideen über 
das elektromagnetische Feld vereinigen. Die Ver- 
einigung dieser beiden VorstellungEkreise ist es, die zur 
moderneu Elektronen theorie führt. Man trifft bei manchen 
Autoren die Auffassung an, daß die atom istischen Ideen in 
einem gewissen Gegensatze zur Maxwellschen Theorie stünden, 
und daß die Elektronentheorie eigentlich zu den alten Vor- 
stellungen der Fernwirkungshypotbeae zurückkehre. Diese 
Auffassung ist indessen durchaus unzutreffend. Allerdings ist 
die Hypothese einer atomisti sehen Struktur der Elektrizität 
wohl zuerst j insbesondere durch Wilhelm Weber, in einer 
Weise eingeführt worden, welche den Vorstellungen der Fern- 
wirkungstheorie entsprach. Dieser Forscher stellte ein Ele- 
mentargesetz für die Wechselwirkung zweier elektrischer Atome 
an die Spitze und suchte auf dieses die gesamte Elektro- 
dynamik zu begründen. Daß diese Bemühungen Webers und 
anderer Physiker scheiterten, lag gerade an der Verkoppelung 
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der atomistischen Vorstellung mit der Femwirkaiigahypothese, 
eiche die der Ätomistili iiiuewolmeiide Entwickeluiig&fahigkeit 
erstickte. Erst die Abwendung von der Ferawirkungstbeorie 
und die Verschmelzung mit der Faraday-Maxwellschen Lebre 
konnte die atomia tischen Keime zur Blüte bringen und für 
die Elektrizitätslebre fruchtbare Ergebnisse zeitigen. 

Die Maxwellsche Theoriej weit entfernt^ die Frage nach 
der Struktur der Elektrizität als unberechtigt zurückziiweisenj 
ermöglicht Tiehoehr erst eine allseitige Untersuchung der für 
diese Frage bedeutungsvollen Erscheinungen- Indem sie das 
Liebt als elektromagnetischen Vorgang betrachtet ^ lehrt sie^ 
aus der Strahlung einer Lichtquelle Schlüsse auf die Eigen- 
schaften der elektrischen Teilchen zu ziehen, die in den licht- 
aussendenden Molekülen schwingen. So bat das Zeemanscbe 
Phänomen" ge^eigtj daß eine große Zahl von Spektrallinien 
in der Bewegung der negativen Elektronen ihren Ursprung 
hat. Eine magnetische Zerlegung der Spektrallinien, die 
auf die Schwingungen positiver Elektronen in der Lichtquelle 
»urückzuführen wäre^ hat sich nicht sicher feststellen lassen; 
infolge der größeren, diesen Teilchen anhaftenden trägen Masse 
würde eine solche Zerlegung auch tbeoretiscb unterhalb der 
Grenze der Beobaehtbarkeit liegen. Hier tritt die engöy von 
der elektromagnetischen Lichttbeorie behauptete Beziehung 
zwischen dem Konvektions ströme und der LicbtHtrahlung deut- 
lich hervor* In der Sprache der Elektronentbeoiie läßt sich 
diese Beziehung so formulieren: Die Konvektionsstrah- 
lung ist ein Strom freier Elektronen, die Wellen- 
strahlung nimmt ihren Ausgang von Geachwindig* 
keitaäüderungen der Elektronen. 

Wo die Kathodenstrablen auf die Röhrenwand treffen^ 
nehmen die Röntgenstrahlen ihren Ursprung, Wir werden^ 
mit G. G, Ötokes und E.Wiechert, in diesen magnetisch nicht 
ablenkbaren Strahlen die elektromagnetischen Wellen sehen, 
welche von den gehemmten Elektronen ausgehen. Dabei scheint 
HüBfi sich nicht um periodische WellenzügBj sondern um Einzel- 
I^Bbapalse zu handeln^ deren Impulsbreite weit kleiner ist als die 

t 
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Wellenlange der kurzwelligsten oltrayioletten StraUen« Aus 
den Beugungsversuchen von Haga und Wind hat sich ergeben, 
daß die Impulsbreite nicht mehr als 10"^^ cm beträgt, falb es 
sich überhaupt um Wellenimpulse handelt. Doch ist es ^ da die 
Köntgenstrahlen sich weder brechen noch spiegeln lassen, 
schwierig, ihre Wellennatur experimentell festzustellen. 

Die dritte^ nicht ablenkbare Klasse der Radiumstrahlen, 
die sogenannten ^-Strahlen, weist Eigenschaften auf, welche 
denen besonders durchdringender Röntgenstrahlen gleichen. 
Es liegt nahe, sie als die Wellenimpuke anzusprechen, welche 
beim Fortschleudern der Elektronen durch die radioaktiven 
Atome erregt werden. 

§ 4. Die Gnindgleiolitingen der Elektronentheorie. 

Um zu den Grundgleichungen der Elektronentheorie zu 
gelangen, gehen wir von den Hauptgleichungen der Maxwell- 
schen Theorie aus (I, § 65). Die erste Hauptgleichung lautet 
(I, Gl. 177, S. 243) 

curl§ = ^.c, 

wobei c die Dichte des Gesamtstromes ist. 

Die Elektronentheorie kennt nur zwei Bestandteile des 
Gesamtstromes, den Yerschiebungsstrom im Äther und 
den Konvektionsstrom bewegter Elektronen; die Dichte 
des Verschiebungsstromes im Äther ist gleich 

4:7t dt' 

die Dichte des elektrostatisch gemessenen Konvektionsstromes 
ist gegeben durch (vgl. I, § 55, Gl. 159, S. 194) 

wo Q die räumliche Dichte, ti die Geschwindigkeit der kon- 
vektiv bewegten Elektrizität bezeichnet. Wir wollen der ein- 
facheren Schreibweise wegen es vorziehen, den Konvektions- 
strom elektromagnetisch zu messen. Alsdann wird 



§4. 
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(10) 



t = 



«•» 



nnd es ist die erste Grundgleichuiig zu schreiben 
(I) curl&-i^ = 4«I. 

In der zweiten Hauptgleichung (I^ GL 178, S, 245) streichen 
wir die eingeprägte elektrische Kraft- Im leeren Raumej wo 
ö = § ist, nimnit dann die zweite Hauptgleichimg die Form an: 



(H) 



^-rl<i+]f-0. 



Diese beiden Grundgleichungen nehmen wir auch im 
Innern der Elektronen als gültig an. 

Die allgemeine Beziehung zwiachen der Dichte der Elek- 
trizität und der Divergenz der elektriachen VerBchiebung (vgl, I, 
GL 135a, S, 147) behält die Elektronentheorie hei^ da sie 

S = ^-® setzt, so wird 

(UI) div® = 43rp. 

Auch die allgemeine Bedingung der Quellenfreiheit des 
Vektors Ö (I, GL 178 a^ S. 246) wird ans der MaxweUschen 
Theorie herübergenommen; da© mit§ identifiziert wird, so wird 

(IV) div§-0. 

Für den von Materie und von Elektronen leeren Raum, 
wo Q nnd t verschwinden, stimmen diese Grundgleichnngen 
mit den Hertz - Heavisideschen Peldgleichnngeu nbereinj sie 
führen wie jene zn dem Ergebnisse^ daß hier ebene elektro- 
magnetische Wellen nach allen Richtungen mit der gleichen 
Geschwindigkeit e forteilen. Auf ein Bezugssystem, in dem 
diese Isotropie der Wellenfortpflanzung statthat^ sind die Be- 
wegungen der Elektronen zn beziehen. Die in einem solchen 
System gemessene Geschwindigkeit H der Elektronen ist es, 

[welche in den Ausdruck (10) für die Dichte des Konvektions- 
itromes eingeht. Neben dem kinematischen Vektor ti enthält 
das System der Feldgleichungen (I) bis (IV) nur zwei Vektoren, 
I Abmhum^ TheoTle dor ElektriMtät IL 3. Aufl. g 

I . 
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den elektrischen Vektor d und den magnetischen Vektor ^. 
Es ist die einfachste Erweiterung des für den Äther geltenden 
Systems von Feldgleichungen ^ welche die eingelagerten Elek- 
tronen und ihre Bewegung berücksichtigt. 

Zu diesen Feldgleichungen tritt endlich eine Aussage über 
die an den Volumelementen der Elektronen angreifende Kraft. 
Es wird, in Übereinstimmung mit Bd. I, § 96, Gl. 246 a, S. 426, 
für die auf die Einheit der Ladimg wirkende Kraft der Ansatz 
gemacht: 

(V) ff = « + {[«»$]• 

Der Vektor ^, die „elektromagnetische Kraft pro 
Einheit der Ladung" ist durch die Grundgleichung (V) auf 
die drei in den Feldgleichimgen auftretenden Vektoren zurück- 
geführt. Wir können diesen Ausdruck für die elektromagnetisdie 
Kraft um so eher akzeptieren, als wir ja im § 2 dieses Bandes 
uns davon überzeugt haben, daß er die Ejraft, die in einem 
gegebenen äußeren Felde auf die Kathodenstrahlteilchen wirkt, 
in befriedigender Weise darstellt. 

Wir woUen uns davon überzeugen, daß der zugrunde 
gelegte Ansatz für die elektromagnetische Kraft mit dem 
Energieprinzipe im Einklang ist. Wir denken uns zu diesem 
Zwecke einen Bereich v, der von der ruhenden Fläche f be- 
grenzt ist. Auf die im Volumenelemente dv enthaltene Elek- 
trizität übt das elektromagnetische Feld die Kraft ^Qdv aus. 
Diese leistet pro Sekunde die Arbeit 

(t^^)Qdv^(Qte)dv, 

Hier ist der vom magnetischen Felde herrührende Anteil der 
Kraft, der stets senkrecht zur Bewegungsrichtung der Elektrizität 
weist und daher zur Arbeit nichts beiträgt, fortgefallen. Durch 
Integration über den Bereich v erhalten wir mithin für die 
Arbeitsleistung der elektromagnetischen Kraft 



1 



dÄ 
dt 



= r(()tie)dt 
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t Da nun, nach (10 ), der Vektor ^tl die Dichte des Kon- 

vektionsstromea bestimmt, so fol^ aaa der ersten Gnind- 
gleichung 

'^ = cfmäv = £ßv (e, curl § - J- II) . 

Fenier ist, nach einer allgemeiaen Kegel der Yektorreclmaug 
(], Gl. 102a, S. 96), 

B JV[®#]« '^'Jdv^ eurie —Jdv® eurl §, 

oder, mit Räcksicht aaf die zweite Grnndgleichimg, 
L Jd«« curl § = - l-fdv§f- -fdfimU 

f dabei stellt n die äußere Normale der Begrenzungsfläche / vor. 
Ee folgt also schließlich 

(") f.— Uli l«'+ 6'1 -/'"'n[«e]; 

Dieses ist nichts anderes als die Energiegleichung, 
Setzen wir, in Üb er ein Stimmung mit der MaxweUachen Theorie, 

(12) W-Sll[^'+^'] 
för die elektromagnetische Energie des Raumes und 

(13) ®-4~M 

für den elektromagnetischen Energiestrom^ so können 
wir (11) schreiben 



+M--^.^ 



j wi 

^V Die Arbeit der elektromagnetischen Kräftöj die in dem 
Bereiche v wirken, vermehrt um den elektromagnetischen 
Energie stroni, der durch die Begrenzungsfläche f binausströmt, 
ist der Abnahme der elektromagnetischen Energie des Bereiches 
deich; Arbeitsleistung der elektromagnetischen Kräfte und 
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erfolgen beide auf Kostefi dar elektromagiie 
Eüergie W\ dabei sind für Energiedichte und Eo€ 
die aiu der Maiwellßchen Theorie bekarmten Augdröcte 
xobeh^ten. Gleichung (11) spricht das Energieprixizip för 
ekirtröniagDetische Feld bewegter Elektronen aas. Wie 
Beweis zeigt^ folgt dasselbe aas den GrondgleichungeB 
'big (V); es stellt keineswegs eine neue^ von den Gr 
gleicbungeo nnabbäegiga Anssage dar. 

In den allgemeinen Grandgleichungen (I) bis (V) 
Elektronentbeorie ist die Idee der atomistiseben Konstit 
dar Elektrizität noch nicht zur Formnlierung gelangt; 
Grundgleicbungen würden es noch zulassen, daß die Elekt 
kontinuierlich den Ratim erfüllte. Die atomistische Hjpothfl 
nimmt indessen an^ daß die Elektrizität, die positive nnd 
oegatiTB, aus Elementarquanten ± e besteht^ die durch 
Äther voneinander getrennt sind. Dabei genügt es bisweil 
die Ladungen als Punktladungen aufzufassen, insbesondere ^ 
wenn es sich um die vom Elektron entsandte Wellenstr^ila 
handelt. Doch bringt die Annahme punktförmiger Elel 
gewisse Schwierigkeiten mit sich. Es besitzt nämlich 
Feldj welches eine ruhende Ladung von endlichem Bet 
umgibt, eine elektrostatiache Energie, die unendlich wird, we 
die Ladung sich auf einen Punkt zusammendrängt. Sc 
diese Erwägung deutet an, und die eingehende Untersuchii 
bestätigt es, daß die Elektronen, streng genommen, nicht 
elektrische Punkte zu betrachten sind, da ja ihre Ladung 
ihre Energie endlich sein sollen. Wir werden uns daher genöt 
sehen, der Dynamik der Elektronen neben den allgemeinen Gi 
gleichungen (I) bis (V) noch besondere Voraussetzungen ül 
die E'orm und Bewegungsfreiheit dieser Teilchen zugrunde 
legen. Doch werden wir hierauf erst im dritten Kapitel die 
Abschnittes eingehen. 

Wir habeu die Grundgleichungen (I) bis (Y) erhalten» 
indem wir von den allgemeinen Gleichungen der Ma:swellseheTi 
Theorie ausgingen und diese in gewisser Weise vereinfachten^ 
Es braucht kaum ausdrücklich bemerkt zu werden, daß dieses 
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Verfahren nur ein heuristisches ist und keine Beweiskraft be- 
sitzt. Müssen wir doch jedesmal, wenn wir eine auf einem 
gewiesen Gebiete als richtig erkannte Theorie auf ein nenes 
Erscheinnngsgebiet anwenden wollen^ mit der Itföglicbkeit 
rechnen j daß sie diesen neuen Tatsachen gegenüber versagt. 
■ Die Torgenommene Übertragung der Ma^weUschen Glei- 
clinngen auf die Felder der Elektronen ist insbesondere auch 
aus dem (rrunde h3rpothetiachj weil diese Felder niemals einer 
direkten experimentellen Prüfung zugänglich werden können. 
Denn die Methode der Untersuchung des Feldes durch einen 
Probekörper ist wohl auf die Felder anzuwenden ^ Yon denen 
der erste Band dieses Werkes handelte, aber nicht auf die 
Felder der Elektronen selbst. Der kleinste denkbare Probe- 
körper ist uämlich, wenn anders die atomiatische Vorstellung 
antrifft, das Elektron seihst. Das Feld nun, welches das ein- 
zelne Elektron umgibt, wechselt natürlich nach Richtung und 
Stärke beträchtlich in Bereichen von der Größenordnung des 
Elektrons. Zu seiner Ausmessung würde ein Probekörper not- 
wendig seiuj dessea Dimensionen klein gegen diejenigen des 
Elektrons sind. Es ist also ans prinzipiellen Gründen^ von 
experimentellen Schwierigkeiten ganz abgesehen, das Feld, 
auf das unsere Grnndgleiehungen sich beziehen, der direkten 
Messung unzugänglich. Die Bestätigung ,der Grundgleichungen 
muß in dem Zutreffen ziemlich entfernter Folgerungen gesucht 
werden* Zunächst ist die Übertragung der Grundgleichungen 
Ton den der Beobachtung zugänglichen Feldern auf die Felder 
er Elektrizitatsatorae eine durchaus hypothetische. 

Eine jede atomiatische Theorie muß indessen in ent- 
sprechender Weise Terfahren, So kaim die kinetische Gas- 
theorie nicht umhin j die Bewegung und den Stoß der Gas- 
moleküle nach Gesetzen zu behandeln, welche der Mechanik 
der greifbaren Körper entnommen sind. Es kann niemals 
direkt experimentell nachgewiesen werden, daß die Bewegungen 
der Moleküle wirklich diesen Gesetzen gehorchen. Die Be- 
rechtigung der gemachten Voraussetzungen kann erst nach- 
träglich dadurch geführt werden, daß man ihre Koijaequenzen 
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Integration der Gleichungen, die einerseits d mit q, andererseits 
^ mit t verknüpfen, läßt sich in diesem Falle auf Orund der 
allgemeinen Theorie der Vektorfelder lösen, die im ersten Ab- 
schnitte des ersten Bandes dargelegt wurde. Das konstante 
elektrische Feld wird aus dem elektrostatischen Potentiale, das 
magnetische Feld des stationären elektrischen Stromes ans dem 
Yektorpotentiale abgeleitet. Durch Einführung dieser Hilfs- 
größen läßt sich die Integration der Feldgleichungen in über- 
sichtlicher Weise durchführen, wie wir im ersten Bande ge- 
sehen haben. 

Es liegt der Versuch nahe, das allgemeine Integrations- 
problem, das jetzt vorliegt, durch Einführung ähnlicher Hilfs- 
größen zu vereinfachen. Die vierte Ghnndgleichimg lehrt, daß 
^ stets quellenfrei ist; wir genügen ihr, indem wir 

(28) §-curl« 

setzen. Von diesem allgemeineren Vektorpotential dürfen wir 
freilich nicht verlangen, daß seine Divergenz wie diejenige des 
Vektorpotentiales des stationären Feldes (I, § 28) allgemein 
gleich Null ist. 

Die Einführung von (28) in die zweite Grundgleichung 
ergibt 

1 ^flt 
Es muß demnach 6 H öt- als negativer Gradient eines Skalars 

sich darstellen lassen; daraus folgt für 6 der Ausdruck 

(29) «__v*-i|^. 

Für konstante Felder fällt der Differentialquotient von 9 
nach der Zeit fort und $ reduziert sich auf das elektrostatische 
Potential. 

Den Grundgleichungen (11) und (IV) haben wir genügt^ 
indem wir § und 6 durch (28) und (29) darstellten. Es 
handelt sich nun darum, den Skalar und den Vektor V so 
zu bestimmen, daß auch die Grundgleichungen (I) und (HI) 
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PSfüllt sind. Wir erhalten als Bedingnog hierfür die beiden 

\\ DiffereDtialgleidiuiigeo 



curl curia + ^' ^*J + V^ |f = 4^1, 



c dt 



4^Q. 



II Ziehen wir die Rechnungsregeln (|) und (g) unserer 
ormelzusammenstellung (Bd. 1^ S. 453) heran^ so können wir 
die zweite dieser Gieicbungen schreiben 



-divV^-i^div« 



1 d 



-V^0-;|,diTft = 4^(,, 



li die erste 



e dt 



Wir erMlen beide Gleichungen, indem wir für und Ä 
partiellen Differentialgleichungen vorschreiben; 



)a) 
)b) 



ri+d-«-0' 



1 g'0 

e' dt* 



V*ä> = 4nQ^ 



v^a = 47ti 



Für ein stationäres Feld werden ^ und % unabhängig 

aneinander; geht in das skalare Potential des elektro* 

tischen Feldes , % in das Vektorpotential des magnetischen 

"Feldes über. Die allgemeinem, durch die DifFerenüdgleichungen 

] (30, 30 Äj 30 b) definierten Potentiale bezeiclmen wir als 

I j,elektron)agnetische Potentiale'', und zwar uennen wir 

^ das „skalare elektromagnetische Potential" tt das 

^elektromagnetische Vektorpotential" Durch diese Be- 

nennung bringen wir zum Ausdruck, daß die allgemeineren 

Potentiale dann zur Verwendung gelangen, wenn ea sich um 

einen zeitlich yeränderlichen elektromagnetischen Vorgang 

twidelt, hei welchem elektrisches und magnetisches Feld durch 

die Gmndgleichungen miteinander verkettet sind. 
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Wir werden uns zunächst mit der Int^ration der Diffe- 
rentialgleichungen (30a, b) beschäftigen, in denen 9 und 9 
getrennt auftreten. Wir werden uns dann davon überzeugen, 
daß die erhaltene Lösung von (30a, b) auch (30) befriedigt 
Wir sehen jetzt schon ohne weiteres ein, daß die rechten 
Seiten von (30a, b) nicht. unabhängig voneinander sind; in der 
Tat, aus (I) und (HI) folgt 

(30c) i^ + divl-0. 

Diese Gleichung sagt aus, daß die pro Zeiteinheit in ein 
Volumelement eintretende Menge von Elektrizität dem Zuwachs 
der elektrischen Dichte entspricht, d. h. daß Elektrizität nicht 
neugeschaffen oder vernichtet werden kann. Diese „Kon- 
tinuitätsbedingung der Elektrizität^^ ist es, die q und f 
miteinander verknüpft. Die Abhängigkeit der rechten Seiten 
von (30a) imd (30b) bringt es, wie wir weiter unten sehen 
werden, mit sich, daß die elektromagnetischen Potentiale der 
einschränkenden Bedingung (30) Genüge leisten. 

Wir gehen jetzt dazu über, die Differentialgleichung des 
skalaren elektromagnetischen Potentiales zu integrieren. Es 
ist zweckmäßig, eine neue Variable 

l = ct 

einzuführen; diese ist nichts anderes, als der in der Zeit t von 
einer Lichtwelle zurückgelegte Weg. Dann schreibt sich (30a) 

(31) ^f_v><P-4;rp. 



dl 



Wir denken uns, zur Zeit ^ = 0, ^ und -^ als Funktionen 



des Ortes gegeben, also etwa 

(31a) O = f{x,y,z) für ? = 0. 

(31b) ^-^^=g(x,y,z) für i = 0. 

Außerdem ist natürlich, für ? > 0, q als Funktion von 
Zeit und Ort gegeben. 



J 
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Es ist unser Ziel, für positive Zeiten O als Funktion von 
Ort und Zeit zu ermitteln; dieses Ziel haben wir erreicht, 
wenn es uns gelingt, für einen beliebigen Aufpunkt als 
Funktion von l zu berechnen. Wir greifen einen Aufpunkt P 
heraus und konstruieren um P als Mittelpunkt eine Schar von 
Engeln mit dem veränderlichen Radius r. Wir verstehen unter 
d(D den körperlichen Winkel, unter dem das Flächenelement 
r^dcj einer solchen Kugel vom Mittelpunkte P aus gesehen 
wird. Die Funktion O, welche der partiellen Differential- 
gleichung (31) genügen soll, ist eine Funktion von vier Vari- 
abein: r, l und zwei Winkeln; die letzteren beiden Variabein 
gehen in den Ausdruck von dc3 ein. Die nunmehr einzuführende 
Hilfsfunktion 



(32) H^-^f 



Od(o 



hängt mithin nur von den Variabein r und l ab; sie ergibt, 
durch r dividiert, den für eine Kugel vom Radius r berech- 
neten Mittelwert von 0. Wir wollen die Gleichung (31) in 
eine partielle Differentialgleichung für £1 umformen. 

Wir wenden zu diesem Zwecke den Gaußschen Satz auf 
eine jener Kugeln an. Das über ihr Inneres erstreckte Integral 
von V*^==divV^ ist diesem Satze zufolge gleich dem über 

die Oberfläche erstreckten Integral der Normalkomponente ^- 
des Vektors V^; demnach gilt 

r 


Durch Differentiation nach r folgt 

oder 

rfv^Oda - 2^ i^dca + r^y, f 0dca = ~r,rf^d(o. 



für 
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Wir erhalten also 
(32a) {-J^^^d. = ';f,. 

Dividieren wir nun (31) durch 4:%r und integrieren über 
eine Kugelfläche vom Radius r, so folgt ' 

(33) W^J^^t^^y^y 
wo abkürzungsweise 
(33a) i{r,V)'=rfQda> 

gesetzt ist. Da (> als Funktion von Zeit und Ort gegeben ist^ 
so ist % für Z ^ und r ^ als bekannt anzusehen. Femer 
sind auf Grund von (31 a, b) 

(33b) a = ii/z^c^^ y^ ')^^ = ^w 

(33c) ^ - {^J9ip,yySs)d(o - a{r) 

gegeben. 

Ist es gelungen, die Hilfsgleichung (33) zu lösen, so ist 
der gesuchte Wert von O im Mittelpunkte P der Eugelschar 
unschwer zu ermitteln. Er ist nach (32) 

(34) 0{O,l)^\v^ß). 

Das Problem, ^ für einen beliebigen Aufpunkt zu be- 
rechnen, ist somit auf die Aufgabe zurückgeführt, die Hil£9- 
gleichung (33) unter den angegebenen Bedingungen zu inte- 
grieren. 

§ 7. Integration einer Hilfsgleiohung. 

Die Funktionen %{ry Z), F{r) und G{r) sind durch (33a, b, c) 
zwar für positive Werte von r definiert, aber nicht für negative; 
für r = verschwinden sie. Es steht uns somit frei, die De- 
finition dieser Funktionen folgendermaßen auf negative Werte 
von r auszudehnen: 
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(35) 
(35a) 
(35 b) 



zi-r,r) = 

Fi-r) = 



-z(+'',0, 

- n+ r), 
-ö(+r). 



Auf Grund dieser Daten soll nun die Aufgabe behandelt 
werden, die Differentialgleicliung 



(36) 






ZQ integrieren, d. h. Sl (r, I) für I > and für beliebige positive 
und negative Werte von r zu berechnen, wenn 

(36 a) a = F{T)\ 

(861.) W-Gwl*"'-» 

Lgegeben sind. 

B Wir erledigen die gestellte Aufgabe, indem wir das 
Bieraannsche IntegrationsTerfahxen auf die nichtbomogene 
partielle Differentialgleicbiing (36) anwenden.*) 

Wir denken nns die unabhängigen Veränderlichen r und l 
als Abszisse und Ordinate aufgetragen. Die Anwendung des 
Stokesschen Satzes auf ein beliebiges Fläehenatück der 

^_ (r, i) 'Ebene ergibt 



t) ->a. 



Dabei stellt 3 einen zunächst beliebigen Vektor dar Das 
Integral zur Linken ist über das hetrefiende Flächenatückj das 
Integral zur Rechten über die Begranzunga kurve zu erstrecken, 
derart^ daß der ümlaufssinn einer positiven Drehung um die 
dritte^ der r- und i -Achse sich anordnende Achse eines rechts- 
händigen Koordinatensystemes entsprechen würde. Wir setzen 



•) YgL hierzu Bäemann-Weber» Die partiellem Differentialgleiclnmgen 
der matbematiBchen Physik. Braunichweig 1901. Bd. H, % 90, S. 234 0. 
A, Sommerfeld, Enzyklopädie der mathem. WiBsensch, IIA. Art. 7g* Nr. 13. 
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und erhalten 

(87) //..., (^ - 1-1 _/..j^|: + «II).. 

Wir wenden diese 
Formel anfein gleich- 
schenkliges Dreieck 
ABC an^ dessen 
Grundlinie AB wd 
der r- Achse liegt^ 
während die Spitze C 
auf der Seite der po- 
sitiven l gelegen ist 
(vgl. Ahb. 1). Es seien 
a, b die Abszissen 
der Punkte A, JB. Die Winkel der Schenkel AC, BC mit 
der Grundlinie seien gleich einem halben Rechten, so daß 
,ofT N r — Z = a die Gleichung der Geraden AC, 
^ ^^ r+l-'l „ „ „ „ BC 

ist. Alsdann ist längs AC 




hingegen längs BC 



dr 

d8 



dl 



dr 



dl 



Auf AB aber ist 

dr 
da 

Es ist daher 






1, und, nach (36 b), 



da, 

dl" 



G(r). 



JS 

/' (dSl'dr , dSldl] Cnr \^ 

A a 

G C 

B B 

A A 

Cn \dsidr , dsid\\ , A aß o o 
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Folglich wird die rechte Seite von (37) 

b 

fG{r)dr + SIa + ^b — 2Slc^ 

a 

Verstehen wir jetzt unter r, l die Koordinaten des Punktes C, 

die gesuchte Funktion. 

Der Punkt Ä hat nach (37 a) die Koordinaten 
a^r — lyO, 
der Punkt B hingegen die Koordinaten 

Aus (36 a) folgt daher 

SIa = ß(r -- ?, 0) = F(r - l), 

und es ist die rechte Seite von (37) zu schreiben 

r + l 

fG(r)dr + F(r-T) + F(r + 1)- 2^(r, l) . 

Die linke Seite aber wandelt sich, durch Einführung der 
partiellen DiflFerentialgleichung (36), in das über das Dreieck 
ABC erstreckte Flächenintegral der Funktion —x(ryt) um. 
Es wird also schließlich 

r + l 

(38) 2^(r, = F{r -l) + F(r + 1) +fG(r)dr +ffx(r, l)drdl 

r-l ABC 

Damit ist die Integration der Hilfsgleichung (36) in all- 
gemeinster Weise durchgeführt. 

Die Funktionen F{r)y G{r), x(rjl) waren zunächst nur für 
positive Werte- von r gegeben. Auf negative Werte dieser 
Variabein wurde ihre Definition durch die Gleichungen (35, 
35 a, b) ausgedehnt. Wir können daher schreiben 
F{r-l) = -F(l-r), 

r+l r+l l-r l+r 

fG{r)dr =fG{r)dr -fG(r)dr =fG{r)dr. 



44 Erster Abschnitt. Feld und Bewegung einzelner Elektronen. | 7. 

Was aber das über das Dreieck ABC der Abb. 1 erstreckte 
Flächenintegral anbelangt, so ist dasselbe nach (35) 

ffx{r,T)drdl ^ffx{r,l)drdl -ff%(r,T)drdl. 

ABC OBCD OED 

Dabei ist OED das Dreieck, welches dem auf der Seite 
der negativen r gelegenen Teile OAT> des Dreieckes ABC 
spiegelbildlich (in bezug auf die {-Achse) entspricht. Es bleibt 
also schließlich nur das über den Streifen BCDE erstreckte 
Integral von %{r,T) übrig: 

ffxir,T)drdl=ffxir,T)drdl. 



ABC BCDE 

Demnach erhalten wir 



J + r 



(38a) ^ = ^^' + ''-/^'-^ + l.fa(r)dr 

BCDE 

Der Limes, dem dieser Ausdruck mit verschwindendem r 
zustrebt, bestimmt nach (34) den gesuchten Wert des skalaren 
Potentiales im Aufpunkte. 

Der Grenzwert der beiden ersten Glieder läßt sich sofort 
angeben; es ist 

(38b) Uu.{ ^^^ + \/^^-^^ ]=.F'it), 



r=0 



(38c) \im^-fG{r)dr=G{X). 

J— r 

Was aber das dritte Glied anbelangt, so ist zu beachten, 
daß r die Abszisse des Punktes C in Abb. 1 ist. Dem Gi^enz- 
übergang zu verschwindendem r entspricht ein Hereinrücken 
des Punktes C in die Z-Achse, wobei OB = l wird. Ist A die 
Abszisse eines Punktes der Geraden C J?, so ist in der Grenz- 
läge seine Ordinate gleich (l — A). Folglich gilt in der Grenz- 
lage des Dreieckes für die Punkte der Geraden CB 
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Zu einem dieser Geraden anliegenden schmalen Streifen 
von der Breite CD = r • y2 wird mit verschwindendem r das 
Gebiet BVDEj über welches das Flächenintegral in (38 a) zu 
erstrecken war. Wir erhalten demnach 

B 
BCDE ^ C 

dabei stellt ds ein Element der Geraden GB vor, die unter 
45® gegen die Abszissenachse geneigt ist; die Variable l aber 
war die Abszisse der Punkte von CB. Demnach ist 

und es wird 

(38d) Lm ^ -JJxir, V)drdl =fdXx (X, l-l). 



r=0 - - 

BCDE 



Die Grenzwerte (38 b, c, d) der drei Glieder in (38 a) zu- 
sammenfassend, erhalten wir 

Hm {^) = F\l) + G(J) +fdkx{^, i - A) . 



r = ^- 



Der Wert der gesuchten Funktion O in dem Aufpunkte P 
wird daher, mit Rücksicht auf (33 a) und (34), 

i 
(39) ^(0,0 = F\l) + G{1) +fxdxfdc3Q(l, l-X). 



Nunmehr haben wir die Integration der für das skalare 
elektromagnetische Potential geltenden partiellen Differential- 
gleichung (31) durchgeführt.*) Die Funktionen F und G be- 
stimmen sich, gemäß (33b, c), aus den gegebenen Anfangs- 
werten (31 a, b) von O und -^ • Die beiden ersten Glieder von (39) 



*) Die gegebene Ableitung schließt sich an die von fl. Weber für 
den Fall ^ = angewandte Methode an. Vgl. Biemann -Weber 1. c. 
Bd. n, § 120, S. 302 fiF. und M. Abraham. Acc. dei Lincei (6) 14^ S. 7, 1905. 
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formulieren demnach den Einfluß des AnfangszustandeSy wilirend 
das dritte Glied ausgewertet werden kann, wenn die Elektrisittts- 
yerteilung in ihrer Abhängigkeit von Zeit und Ort gegeben ist 

§ 8. Die FortpflanBung elektromagnetiBcher Störongen. 

Die Formel (39) löst die partielle Differentialgleichiuig 
(30 a); sie bestimmt das skalare elektromagnetische Potential 9^ 

wenn die Anfangswerte von O und -^ bekannt sind, und 

wenn weiterhin die Dichte q der Elektrizität als Funktion der 
Zeit gegeben ist. Die Differentialgleichung (30 b) ftlr das 
elektromagnetische Yektorpotential K stimmt mit (30 a) formal 
überein. Wir könnten sie mithin in ganz entsprechender Weise 

lösen^ wenn die Anfangswerte von K und ^ bekannt waren, 

und wenn weiterhin die Verteilung des Eonvektionsstromes l 
als Funktion der Zeit gegeben wäre. Es bliebe, um die so 
erhaltene Lösung für das im Eingange des § 6 au^estellte 
Problem nutzbar zu machen, nur noch übrig, anzugeben, wie 
der Anfangszustand des Feldes mit den Anfangswerten der 
elektromagnetischen Potentiale und ihrer zeitlichen Änderungen 
verknüpft ist. 

Wir wollen indessen, um uns nicht in Allgemeinheiten 
zu verlieren, über den Anfangszustand des Feldes eine ganz 
bestimmte Voraussetzung machen. Wir wollen annehmen, zur 
Zeit ^ = sei im ganzen Räume das Feld ein elektrostatisches 
gewesen. Das elektrostatische Feld ist durch die Verteilung 
der ruhenden Elektrizität bestimmt. Es kann daher die zu 
lösende Aufgabe jetzt folgendermaßen ausgesprochen werden: 
Gegeben sei die anfängliche Verteilung der ruhenden 
Elektrizität, und weiterhin die Verteilung der Elek- 
trizität und des Konvektionsstromes. Welches ist der 
Verlauf der elektromagnetischen Störung? 

Für das anfangs herrschende elektrostatische Feld geht 
das skalare elektromagnetische Potential O in das elektro- 
statische Potential q> über. Wir woUen sehen, was die Formel (39) 
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fiir den Fall ergibt^ daß das zur Zeit ^ =^ bestehende elektro- 
statische Feld auch weiterhin bestehen bleibt. Alsdann ist 

und es ist, nach (31b) und (33 c), die Funktion G{r) identisch 
gleich Null. Die Funktion F(r) aber wird, nach (31a) und 
(33 b), in diesem Falle gleich (^em über die Kugel mit dem 
Radius r erstreckten Integrale 



demnach wird 






Endlich ist die elektrische Dichte q von der Zeit un- 
abhängig, und daher ist Q^kjl — X) == q (A, 0) zu setzen. 

Die Formel (39) zeigt nun, wie man den Wert des skalaren 
Potentiales, zur Zeit t, in irgendeinem Aufpunkte P zu be- 
rechnen hat: man konstruiere um P eine Kugel mit dem 
Radius l = et. Man setze in F\r) und G{r) an Stelle von r 
jetzt ly d. h. man berechne den Wert dieser Integrale für die 
Kugel vom Radius l. Endlich füge man das über das Innere 
der Kugel zu erstreckende Integral hinzu, zu dem die mit 
Elektrizität erfüllten Volumelemente Beiträge liefern. Für das 
elektrostatische Potential ergibt sich auf diese Weise 

i 
(40) <p (0, =^ Jd«, i^-^)^^^ +fxdxjdmg (A, 0). 



Da das elektrostatische Potential von der Zeit unabhängig ist,^ 
so muß die rechte Seite der Gleichung denselben Wert ergeben, 
welches auch der Radius l der Kugel sein mag. Wir können 
die Gleichung (40), nach Einführung des Flächenelementes 
df^^r^do) und des Volumelementes dv ^ k^dXdoi = r^drd&y 
schreiben 

(40.) ^(0,0=i/#|^ + i|ll+/^- 
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Sie drückt den Wert des elektrostatischen PotentialeB im 
Mittelpunkte einer beliebigen Kugel aus ab Summe eines fiber 
ihre Oberfläche und eines über ihr Inneres erstreckten Inte- 
grales. 

Wir wollen noch zeigen^ daß diese Formel mit den auf 
anderem Wege in der Theorie des wirbelfreien Vektorfeldes 
erhaltenen Beziehungen übereinstimmt. Wir knüpfen dabei 
an die in Bd. I, § 23 angewandte Methode an, welche 
sich auf den Greenschen Satz (L, Gl. 76, S. 61) stützt Es 

wurde daselbst tf; ^— gesetzt, und der Greensche Satz alsdaim 

auf ein Gebiet angewandt, das einerseits von einer kleinen, 
den Aufpunkt P einschließenden Engel /*q, andererseits von ein^ 
beliebigen Fläche f begrenzt war. Die Anwendung des Green- 
schen Satzes auf dieses Gebiet ergibt: 

//.|i|-:-4|+/^^l-:-4 

Als Grenzwert des ersten Gliedes bei verschwindendem Radius 
der Kugel /J, ergab sich in I, § 23 der Wert —4t:tq)Qy während 
das Volumintegral gleich 

war. Wir erhalten mithin 

(40b) ^.-^y;^ji||:4]+yk'. 

Lassen wir die Fläche f mit einer Kugel um P zusammen- 
fallen, so ist Differentiation nach n äquivalent mit Differentia- 
tion nach r; es geht dann (40b) in (40a) über. Damit haben 
wir die Formel (40 a), die sich hier durch Spezialisierung der 
allgemeinen, für das elektromagnetische Potential O geltenden 
Formel (39) ergab, auf einem unabhängigen Wege hergeleitet. 



I 
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Die Formel (40) stellt das elektrOBtatisclie Feld dar^ welches 
Zeit ^ = herrscht. Ein magnetischeä Feld soll zur Zeit 
s- nicht vorhanden aein. Es ist demnach zur Zeit t = 0: 
^ = q>^ % = 0. 

Was aber die Anfangswerte der Ableitungen tob nnd % 
ik der Zeit anbelangtj so folgt aus (29), da ja für 

aein soll, daß für ^„ 

^~^^ dt "^ 

Der Anfangs wert von -^ aber ist so zu wählen, daß zur 
Zeit ^ = die Relation (30) erfüllt isi Dies ergibt, für 

, = 0, »=0. 

■Auf Grund ^er Anfangsbedingungen 

II) 0^(p, II == für ; = c^ ^ 

^rgibt die Grundformel (39): 

U2) .»(0, = ^Jd^{^l^l^^+JxdiJdm^(X, l-X) 

als Wert des skalaren elektromagnetischen Poteutiales. 
Das erste, vom Anfangszustand allein abhängige Glied ist 
[identisch mit dem im Ausdrucke (40) des elektrostatischen 
i*otentiaIe3 auftretenden j das erklärt sich daraus, daß die An- 
fangsbedingungen (41) mit denen des elektrostatischen Feldes 
ibereinstimmen. Der Unterschied gegen (40j liegt in dem von 
Ider Elektrizitätsverteilung abhängigen VolumintegraL Dort 
rar auf der Oberfläche einer Kugel vom Radius JL die durch 
\ (Xj 0) gekennzeichnete anfängliche Dichte der Elektrizitäts- 
Terteilung in Rechnung zu ziehen, die ja weiterhin nicht ab- 
geändert wurde. Wir könnten dort, im Ausdrucke (40) des 
elektrostatischen Potentiales, mit demselben Rechte an Stelle 
von g (Xj 0) die gleichzeitige, zur Zeit t im Abstände l vom 
Aufpunkt herrschende räumliehe Dichte q (A, l) verstehen, oder 

AbrahniQ» Tlieorio dar Elektrizitütt TL i. Aufl. 4 
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auch die räumliche Dichte in irgendeinem, dem ZeitintaiTalle 

von ^ » bis ^ = - angehörenden Zeitpunkte; denn in dieeem 

Zeitintervalle sollte die anfängliche Dichte q (l, 0) bestehen 
bleiben. Hier, im Ausdrucke (42) des elektromagnetischen 
Potentiales, hingegen handelt es sich um eine zeitlich yer- 
änderliche Elektrizitätsyerteilung; es ist, auf der Oberfläche der 
Kugel vom Radius k, die durch Q(^Xyl — X) gekennzeichnete 
Dichte in Rechnung zu ziehen, d. h. diejenige, welche zur Zeit 

= t auf jener Eugelfläche herrschte. Es kommt für 

das Feld, welches im Au^unkte P zur Zeit t erregt wird, nicht 
die gleichzeitige Elektrizitätsyerteilung im ganzen Baume in 
Betracht, sondern für jede der Engeln diejenige elektrische 
Dichte, die daselbst zu einer um 

(42a) . = -J 

zurückliegenden Zeit bestanden hat. Der zur Zeit t — r ent- 
sandte Beitrag trifft zur Zeit t im Au^unkte ein. Wir können 
r als „Latenszeit^^, A als „Latensweg^^ bezeichnen. Es folgt 
das wichtige Ergebnis: Die durch Abänderung der elek- 
trischen Dichte erregte elektromagnetische Störung 
pflanzt sich nach allen Seiten mit der Geschwindig- 
keit c im Räume fort. 

Wir erhalten das skalare elektromagnetische Potential des 
durch Abänderung der Elektrizitätsyerteilung erregten Feldes, 
indem wir das elektrostatische Potential (40) des anfänglichen 
Feldes yon dem skalaren Potentiale (42) des abgeänderten 

Feldes subtrahieren: 

i 

(43) 0(O,l)-(p{O,l)=fxdxfd(D{Q{X,l-X)-Q{k,O)}' 



Was aber das elektromagnetische Vektorpotential anbelangt, 
so entsprechen, wie wir oben gesehen haben, dem angenommenen 
Anfangszustande die Anfangsbedingungen 

« = 0, ^ = für ? = c^ = 0. 
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Da nun die Differentialgleichung (30b) formal der Gleichung 
(30 a) durchaus entspricht^ so erhält man die Komponenten des 
Vektorpotentiales Ä, indem man in (39) q durch die KJom- 
ponenten des Konvektionsstromes f ersetzt und, bei der Aus- 
wertung von -Fund G gemäß (33 b, c), f{xyz) und g(xyz) 

durch die Anfangswerte der Komponenten von K und -^ ersetzt. 

Unter den obigen speziellen Anfangsbedingungen nun ver- 
schwinden die so. berechneten Funktionen F und G identisch, 

und es wird 

i 

(44) « (0, =fxdkfd(ol (A, l-X). 



Aus den durch (43) und (44) bestimmten elektro- 
magnetischenPotentialenCPundÄist,gemäß(28)und(29), 
das elektromagnetische Feld zu berechnen, welches 
durch die Abänderung der Elektrizitätsverteilung und 
durch den diese Abänderung begleitenden Konvektions- 
strom erregt wird. 

Um den Beweis, daß die erhaltenen Lösungen der par- 
tiellen Differentialgleichangen (30a, b) Integrale, der Feld- 
gleichungen I bis IV ergeben, zu Ende zu führen, bedarf es 
nur noch des Nachweises, daß die Gleichung (30), die O und 
X miteinander verknüpft, wirklich besteht. Das ist in der Tat 
der Fall, falls stets und überall die Kontinuitätsbedingung der 
Elektrizität (30c): 

(45) , || + divf = 

erfuUt ist. 

Um dies zu zeigen, differentiieren wir zunächst (43) nach 
Z; da 9)(0, ?), der Wert des elektrostatischen Potentiales in 
einem festen Aufpunkt, von der Zeit unabhängig ist, so gilt 

dl ~^' 

Die rechte Seite von (43) hängt in zwiefacher Weise von l 
ab; erstens insofern, als l die obere Grenze des nach k ge- 
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nommenen Integrales ist, zweitens dadurch, daß, für einen 
bestimmten Punkt des Baumes, q von l abhängt Die Differra- 
tiation nach der oberen Grenze ergibt: 

Es bleibt also nur der durch Differentiation des q entstehende 
Ausdruck übrig 

(46.) ^^t-/'"'/""!!?),,,.,- 



Bei der Differentiation nach l war der Aufpunkt P fest- 
zuhalten. Bei der Differentiation nach den Koordinaten ist der 
Aufpunkt, und mit ihm das ganze Eugelsjstem, zu yerschieben. 
Bei Berechnung des Beitrages, den ein in dem Eugelsystem 
fest zu denkendes Volumelement zum Werte von Ä^ im Anf- 
punkte liefert, ist der Wert von f^ in Rechnung zu ziehen, 

der in dem Mittelpunkte des jeweils gedeckten Yolumelementes 

l i 

des Raumes zur Zeit herrschte. Wird nun P mn dx 

c 

parallel der ^- Achse verschoben, so ist zugleich das ganze 
Kttgelsystem zu verschieben. Das im Kugelsystem feste Volum- 
element deckt jetzt ein anderes Yolumelement des Baumes, 
und es ist der Wert von f^ in dessen Mittelpunkte zur Zeit 

in Rechnung zu ziehen, d. h. ein um -x— dx größerer 

Wert als vorhin. So ergibt sich 

(45b) div « =^fxdkfdc3 { div f } ; 



\k,l-X* 



Addieren wir die durch (45 a, b) gegebenen Werte von 

-jj- und divÄ im Aufpunkte P, so erhalten wir 

i 

(45c) ^ + div« ^fxdkfdm[l\ + divlj^ ^_^. 



Die Relation 



(46) ^+div« = 
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erweist sich demnacli zur Zeit t als erfüllt, falls die 
bewegte Elektrizität bis zur Zeit t überall der Kon- 
tinuitätsbedingung (45) Genüge geleistet hat. 

Aus den Entwickelungen des § 6 folgt nun ohne weiteres, 
daß die aus den elektromagnetischen Potentialen O, K gemäß 
(28) und (29) abzuleitenden Vektoren @, § wirklich den Feld- 
gleichungen I bis IV Genüge leisten. Die Gleichungen (43) 
und (44) lösen das Problem, welches uns jetzt beschäftigt. Sie 
bestimmen die Störung des ursprünglichen elektrostatischen 
Feldes, wenn die anfängliche Verteilung der ruhenden Elek- 
trizität und weiterhin ihre Bewegung gegeben ist. 

Wir können die Lösung noch auf eine andere Form bringen, 
indem wir den Hilfsvektor einfuhren: 

I I 

(47) n^ßdl^cßdt. 



Wir tragen der Kontinuitätsbedingung (45) Rechnung, 
indem wir schreiben: 

i i 



Es gibt also der Vektor q durch seine negativ genommene 
Divergenz 

(47 a) -divq = ft-()o 

den Überschuß der jeweiligen elektrischen Dichte über die 
anfängliche Dichte an, während seine Ableitung nach l 

(47b) ^ = 1 

die Dichte des Konvektionsstromes darstellt. Diese beiden 
Größen waren es, welche in (43) und (44) auftraten. 

Bestimmen wir jetzt einen neuen Vektor ^ folgendermaßen: 
i 

(48) 3(0,0 =-fxdkfd(oi\ {X,l- A), 



so gelangen wir durch Bildung der negativen Divergenz bzw. 
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der zeitlichen Ableitung zu (43) und (44) zurüok. In der 
Tat^ differentiieren wir nach ly so erhalten wir zwei Olieder 

i 

das erste Glied ist gleich NuU; weil, nach (47)^ i| f&r { » 
verschwindet. Nach (44) und (47 b) folgt demnach 

(48a) « = f^. 

Bildet man andererseits die Divergenz von 3 gemäß den 
bei der Ableitung an (45 b) angegebenen Regeln^ so folgt^ mit 
Rücksicht auf (43) und (47 a), 

(48 b) O^g) divg. 

Der Vektor 3 stellt ein den elektromagnetischen Potentialen 
0y Ä übergeordnetes Potential dar. Die Beziehungen (48a,b) 
lassen sofort erkennen, daß die Relation (46) allgemein erf&llt 
ist. Wir wollen 3 den „Hertzschen Vektor*' nennen; wie 
wir im nächsten Paragraphen sehen werden, erhalten wir näm- 
lich durch Spezialisierung des durch (48) definierten Vektors 
die sogenannte „Hertzsche Funktion", durch deren Ableitungen 
zweiter Ordnung nach der Zeit und nach den Koordinaten das 
elektromagnetische Feld eines Dipols sich darstellen läßt. Aus 
(48a,b) in Verbindung mit (28) und (29) ergeben sich zwischen 
den elektromagnetischen Vektoren und dem Hertzschen Vektor 
die Beziehungen: 
(48c) § = curl^gf, 

(48d) @_«„=VdiT3-f;f- 

Hier stellt 6^ das ursprüngliche elektrostatische Feld vor. 
Die Formeln (48c,d) stellen den Verlauf einer be- 
liebigen elektromagnetischen Störung mit Hilfe des 
Hertzschen Vektors dar. 

Wir haben bisher immer die anfängliche Verteilung der 
ruhenden Elektrizität als gegeben angenommen. Man wird, 
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um sicher zu sein^ daß die Euei^e und der Impuls des elektro- 
magnetischen Feldes endlich sind, meist von einem elektro- 
statischen Anfangszustande ausgehen, unter Umständen kann es 
indessen vorkommen, daß dieser Anfangszustand bereits sehr 
weit zurückliegt, und daß seine Kenntnis daher fiir das Feld 
in endlichen Entfernungen von dem Elektronensystem nicht 
von Belang ist. In diesem FaUe wird man wünschen, die 
Formeln von dem elektrostatischen Potentiale 9? zu befreien. 
Liegt der Anfangszustand so weit zurück, daß die Kugel, 
die um den Aufpunkt P mit dem Radius l =^ et geschlagen 
ist, die gesamte Elektrizität des ursprünglichen elektrostatischen 
Feldes einschließt, so ist das elektrostatische Potential im Auf- 
punkte 

i 

(49) (p{0,X) =^fxdxJdG}Q{X,0). 



Denn, da außerhalb der Kugel l in dem elektrostatischen Felde 
sich keine Elektrizität befindet, so ist diese Formel dem Sinne 
nach völlig identisch mit 

00 

(49a) g?(0, l) =^ßdkfd(OQ{k, 0), 



was wieder nur eiue andere Form des in Bd. I, § 23 für das 
elektrostatische Potential erhaltenen Ausdrucks (83) 

(49b) 9,=/^:^ 

ist. 

Soll das Feld zur Zeit ^ = wirklich durchweg ein elektro- 
statischer sein, so darf vor diesem Zeitpunkte die Elektrizität 
sich nicht bewegt haben. Es ist dann zu setzen 

Q{r,T)^Q{r,0) für l<0 
und daher 

^(A, Z - A) -= Q{k, 0) für k>l. 

Es kann demnach in (43) ohne weiteres als obere Grenze X=^oo 
statt l gesetzt werden, ohne den Wert der rechten Seite zu 
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änderiL Demnach folgt, mit Rücksicht auf (49a) ab Wert des 
skalaren elektromagnetischen Potentiales: 

(;50) * ^JkdxfdiOQ U, / - ;i). 



Andererseits ist, da zu negativen Zeiten die Elektrizität 
sich nicht bewegt hat^ 

l(r,0-O für KO 
und daher 

l{k,l-k)=^0 für A>i. 

Es kann somit auch in (44) die Integration ohne weiteres bis 
zur oberen Grenze A » oo ausgedehnt werden«, man erhalt dem- 
nach als Ausdruck des elektromagnetisches Yektor- 
potentiales: 

OD 

(50a) X ^ßdkfd(ol{k, l - X\ 



Diese Formeln fOr die elektromagnetischen Potentiale ent- 
halten keine Beziehung zur anfänglichen Verteilung der Elek- 
trizität. Sie gestatten folgende anschauliche Deutung: 

Man denke sich um den Aufpunkt eine Eugel mit dem 
veränderlichen Eadius k geschlagen. Diese Eugel soU sich 
mit Lichtgeschwindigkeit kontrahieren, derart , daß sie zur 
Zeit t im Aufpunkte eintriflft. Zur Zeit ^ — r ist ihr Radius 
ex = k. Diese Eugel fegt nun gewissermaßen das Feld ab. 
Wo sie Elektrizität und Eonvektionsstrom antrifft, da fangt 
sie die Beiträge ab 
(51) d^^ kdkfd(OQ(k,l - A), 

(51a) rf« = kdkfd(ot{k,l - A), 

welche nach Durchlaufang des Latensweges k im Aufpunkte 
eintreffen. Es ist demnach für jedes Yolumelement des Baumes 
diejenige Dichte der Elektrizität und des Eonvektionssiromes 
in Rechnung zu setzen, welche die Eugel auf ihrem Wege an- 
trifft; die Division durch den Eugelradius ergibt den Beitrag 
zum skalaren und zum Vektorpotentiale. Diese Beiträge eilen 
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mit Lichtgeschwindigkeit fort. Die Zu&animengetzcuig aller 
Beiträge, d, h. die Integration nach A, ergibt die Werte der 
elektromagnetiacheE Potentiale im Aufp unkte ^ gemäß den 
Tonnehi (50^ 50a). 

Wir können diese Formeln auch schreiben 



(51c) 



-/^>l,.. 
«-/?(• 1,_. 



Dabei isind die Integrationen über den gesamten E&um 
anszu dehnen, ebenso wie in der Formel (49 b) für daB elektro- 
statische Potential Der Unterschied liegt nur darin^ daß nicht 
die jeweilige Dichte der Elektrizität und des Konvektions- 
stromes in Rechnung zn setzen ist, sondern, wie der Index 

t anzeigt, diejenige Dichte, welche zu ehaem um die 

Latenszeit t = ~ frühereu Zeitpunkte in dem betreffenden 

Volumelemente herrechte. 

^ Die Potentiale (51b, c) sind von H. Poincare, E. Beltrami, 
V. Yolterra, H. A. Lorentz, T. LeTi-Ciritä und anderen Forschem 
angewandt worden. Meist werden sie dem elektrostatischeu 
Potentiale (49h) als „retardierte Potentiale", d. h. ver- 
pätete oder verzögerte Potentiale gegenübergestellt. 

Die in (50j50a) gegebene Darstellung der elektro- 
magnetischen Potentiale durch einfache Integrale 
über den Latensweg, auf die wir hier unmittelbar 
geführt wurden, wird sieh für die Ermittelung des 
Feldes bewegter Elektronen als besonders geeignet 
erweisen. 

I Die Formel (48) für den Hertzschen Vektor können wir 
gleichfalls, wenn der Anfangszuataud hinreichend weit zurück 
liegt, auf die Form bringen 

m 
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piaatiaehen Kraft um eine stabile Gleichgewichtalage schwiögea- 
den Elektrons nnr als eine provieorisclie Arbeitshypothese h- 
trachten. Es ist merkvrürdig genng, daß dieses Bild wenigstem 
für die isolierten Linien von der Beobachtung bestätigt wird 
Ea ist bisher noch nicht gelungen^ die anomalen Zeeman-Effelte 
vom Standpunkte der Elektronentheorie aus in befriedigender 
Weise zu deuten. Die von C. Eunge und F. Paschen entdeckten 
Gesetzmäßigkeiten lassen vermutenj daß eine befriedigende Er^ 
kläning nur in Yerbindung mit der Theorie der Spektralseriell 
möglich sein wird. Jenes einfache elektrische Modell eiuB 
Moleküles oder Atoraes wird dabei zweifellos durch ein kompli- 
zierteres zn ersetzen sein. Da unsere Kenntnisse der elektrischm 
Struktur der Atome und Moleküle der Materie nur gering siod^ 
so ist dabei der Hypothesenbildung ziemlich freies Spiel gelassen. 
Andererseits sind die von Balmer, Kays er und Runge, ßydberg 
nnd Ritz fiir die Wellenlängen der Spektralserien aufgestellten 
Formeln so genau gültig, daß sie ein recht scharfes Kriterium 
für die Zulässigkeit einer derartigen Hypothese bilden. Die 
* Deutung jener Spektralform elu^ welche gleichzeitig die Theorie 
der anomalen Zeeni an -Effekte der Serienlinien ergeben müfite^ 
ist wohl {lie wichtigste und die schwierigste Aufgabe der elektro- 
magnetischen Lichttheorie. Daß die Elektronentheorie nicht gaiia 
auf der falschen Fährte ist, zeigt der Umstandj daß hinsichtHck 
der Polarisation die anomalen Zeeman-Eifekte den normalen 
ähnlich sind. So weisen z. B. von den neun Linien^ in welcke 
gewisse Linien des Quecksilbers im magnetischen Felde aich 
spalten^ die drei inneren dieselbe Polarisation auf wie die inneffl 
Linie des einfachen Triplets^ während die äußeren Linien eben- 
so polarisiert sind wie die äußeren Linien des Tripleta bzw. 
Duplets^ nämlich bei Strahlung senkrecht zum magnetieclieji 
Felde geradlinig parallel den Kraftlinien, bei Strahlung parallel 
dem magnetischen Felde zirkulär. Auch sind die Größenordnung 
der Linien ab stände und der Sinn der Zirkularpolarisation die- 
selben wie bei dem einfachen Duplf5t und Triplet Das läßt 
vermuten, daß auch hier die negative Elektronen in Bewegung 
begriifen sind, freilich unter weniger einfachen Bedingungen 
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Bei der Strahlung der Banden Epektren iet es bisher nicht 
elTingenj einen Zeeman-Eöekt des magnetischen Feldes nach- 
zuweisen. Man kann im Zweifel seuij ob dieaes Licht von 
Elektronen ausgeeandt wird, die mit Atomen der wägbaren 
Materie verkoppelt sind, oder ob es den Schwingungen der 
positiven Elektronen seinen Ursprung verdankt. Es ist viel- 
leicht nicht ganz ansgeschlossen^ daß es mit Hilfe einer ver- 
feinerten optischen Technik einst gelingen wird, über diese 
Fraofe Auskunft zu erhalten. 



§ 11. Die elektromagoetieiohen Potentiale einer loe weiten 

PunktladtLug, 

In § 9 haben wir hei der Berechnung des Hertzsehen 
Vektors für eine schwingende Punktladung uns gewisse Ver- 
nachlässigungen gestattet. Wir haben angenommen ^ daß die 
Bewegung der Ladung auf einen Bereich sieh erstreckt^ dessen 
Abmessungeu klein gegen die Entferung der Punktladung vom 
Auf punkte sind. Sodann haben wir die Geschwindigkeit der 
bewegten Ladung als klein gegen die Lichtgeschwindigkeit an- 
gesehen. Diese Voraussetzungen wollen wii- jetzt fallen lassen. 
Wir betrachten ein Elektron, welches sich beliebig 
im Räume bewegen kann; seine Geschwindigkeit soll 
zunächst beliebig groß angenommen werden. Wir 
lassen indessen auch jetzt noch die Größe und Gestalt des 
Elektrons unberücksichtigt^ indem wir dasselbe wie eine Punkt- 
ladung behandeln. W^ie wir bereits früher erwähnten^ ist es 
vom Standpunkte der Nahe wir knngstbeorie aas undenkbar^ daß 
eine endliche Elektrizitätsmenge auf einen mathematischen Punkt 
zusammengedrängt wird^ da dieses einen unendlichen Wert der 
Feldenergie ergehen würde. Wir werden diese Bemerkung 
Bpater bestätigt finden und werden der Dynamik des Elektrons 
bestimmte Annahmen über seine Form und Bewegungsfreiheit 
zugrunde legen- Immerhin werden sich die Abmessungen des 
Elektrons so gering ■ — von der Ordnung 10~^® cm — ergeben, 
daß es für manche Zwecke ausreichend ist, das Elektron als 
?unktladimg zu betrachten. Das wird selbstverständlich nur 
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stellang in Bd. I^ 8. 453 heranzuziehen^ und es ist zu beachten, 
daß das Argument von p die Entfernung r enthält; es wird 

(52c) 0--(,i(i-r),V,;.) + -;(|i(Z-r),V.r), 

die elektromagnetisch gemessene Stromstarke des Strom- 
elementes ist^ welches das bewegte Elektron darstellt. Dieselbe 
geht auch in den aus (48 a) folgenden Ausdruck des elektro» 
magnetischen Vektorpotentiales ein: 

(52d) « = *('-'•>. 

Das erste Glied in (52 c) ist ganz analog gebaut, wie der 
Ausdruck für das Potential einer Doppelquelle (Bd. I, GL 81, 
S. 66), vom Momente p(l — r). Dieses Glied kommt in der 
Nähe des Erregungszentrums ausschließlich in Betracht; das 
sieht man sofort ein, wenn man 

(52e) .V,r = r„ V^^^-^r^ 

setzt und dabei unter x^ einen Einheitsvektor versteht, welcher 
der Richtung nach mit dem vom Erregungszentrum nach dem 
Aufpunkte hin gezogenen Radiusvektor r übereinstimmt; dann 
wird 

(52f) * = ij(r„ ^{l-r)) + ^-{x^M - r))- 

Es entsteht nun weiter die Aufgabe, aus den elektro- 
magnetischen Potentialen die Vektoren @, § abzuleiten. Wir 
ziehen es vor, statt diese durch Yektorkalkül zu berechnen 
eine Komponentenzerlegung vorzunehmen, erstens, weil so die 
Größenordnung der verschiedenen Glieder sich besser über- 
sehen läßt, und zweitens, weil dabei die Beziehung unserer 
Entwickelungen zu der grundlegenden Arbeit von Heinrich 
Hertz ^®) deutlicher hervortritt. Wir berechnen den Beitrag, den 
die ;s?-Komponente des Vektors p zum Felde liefert; führt das 
Elektron Schwingungen parallel der ^- Achse aus, so stellen die 
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betreffenden Anteile der Feldstärken bereits YoUständig das 
Feld dar. Der HertKsche Vektor geht in die Fnnktion 



(53) 






Über, die Hertz mit 17 bezeiclmet hat^ nnd die Yon manchen 
Autoren die j^ertzacbe Funktion^^ genannt wird. Ans ihr 
ßind die Komponenten der Feldstärken gemäß (48% d) ab- 
zuleiten. Es ist 



(53a) 

"53b) 



53b) % 



A — ' Sy — — ^ 



'^ BxBs^ 




Die Auefübrung der Differentiationen ergibt 



XS! 






%-9. 
% = 9. 






H^ 



+ *«, 



y^ 



3^» 



+ K 



Sa' — r* 



(53 d) 



P. 



#j, ^ + V. ■ .^» + ^*. ' % 

^1 . . ^9 ^^9 

^F Dabei sind es die Werte von fi^, . ' und -j~ für den 

Argnmentwert (Z — r)^ die für das Feld im Aufptinkte in Be- 
tracht kommen. Dieses Argnment braucht jetztj als selbst- 
verständlich j nicht mehr in den Formeln zum Ausdruck ge- 
bracht zu werden. 

^B Führt das Elektron in der Lichtquelle einfach harmonische 

^Schwingungen aus^ so daß etwa in (öSc^dJ 




h siu 



('-') 
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ZU Beizen ist, so verhalten sich die Amplituden der drei Grlie 
z. B, im Ausdrucke der Komponenten von 6 wie 



^- i ={r) 



Es ist demnachj wenn die Entfernung vom lichtauasendendeß 
Molekül klein gegen die Wellenlänge des entaandten Licditea 
istj nur das erste Glied zu berücksichtigen. Dort, wo man 
die Liehtstrahlnng beohachtet, ist im Gegenteil 22tr groß gegen 
A; hier hängt @ — und dasselbe gilt von dem magnetischen 
Vektor § — nur von p ab; die Feldstärken nehmen hier, 
wenn die WeUe sich immer weiter ausbreitet, umgekehrt pro- 
portional der Entfernung vom Wellenzentanini ab. Das Gebiei 
in dem dieses stattfindet^ wird die „Wellen zone'' genannt. 

Wir wollen die Ausdrücke der Feldstärken in der Wellen- 
zone sogleich in vektorieller Schreibweise angeben. Wir über- 
sehen leichtj daß wir die au ^ proportionalen Glieder in (53c, d] 
und die aus ihnen durch zyklische Vertauschung von x^ y^ 
entstehenden, welche Schwingungen parallel der x- bzw. 4 
y -Achse entsprechen, folgendermaßen in Vektorgleiehung< 
zusammenfassen können: 



)n 



(54) 



Dabei ist nach (53) 
(54a) 1= 









der Beschleunigung des Elektrons proportional. 

Denken wir uns nun die vom schwingenden Elektron eni 
sandten Wellen von einem beliebigen Aufpunkte aus beobacht 
öo hängen die Feldstärken nur von dem Vektor 

ab. Es kommt für den Beobachter allein die Prol 
jektion der Schwingung auf eine zur Blickrichtunj 
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inkrechte Ebene in Betracht, Das äußere Produkt ans 
dem Einheitsvektor t^ und |j liegt in dieser Ebene 5 es ist dem 
Betrage nach gleich^ der Richtung nach Benkrecht zu der 
Projektion you p; ihm parallel ist nach (54) der magnetische 
Vektor der entsandten Wellen, der die Folarisationflebene des 
Lichtes bestimmt. Der Beobachter wird demnach geradlinig 
polarisiertes Lieht wahniehmenj wenn die Projektion der Elek- 
tronenbewegnng auf die zur Blickrichtung senkrechte Ebene eine 
geradlinige Schwingung ist, und zwar wird die Scbwingungs- 
richtung in jener Ebene senkrecht auf der Polarieationeebene 
des entsandten Lichtes sein. Ist hingegen die Projektion der 
Bewegung des Elektrons auf jene Ebene eine Kreisschwingung, 
so wird der Beobachter zirkulär polarisiertes Licht wahrnehmenj 
und zwar rechts- oder liukszirkulareSj je nachdem die Kreis- 
schwingung rechts herum oder links herum (im Sinne des Uhr- 
zeigers öder im entgegengesetzten) um die Blickrichtung statt* 
findet; denn bei einer Kreisbewegung rotieren Fahrstrahlj Gre- 
schwindigkeits- und Beschleunigungsvektor in dem gleichen 
Sinne. 

Nach (54) büden ©^ § und X-^ eiu System von di-ei auf- 
einander senkrechten Vektoren, und zwar folgen r^, — § und (S^ 
oder (Sj ^f T| aufeinander wie die Achsen eines rechtshändigen 
Koordinatensystems. Es Hegt mithin 6 in der Wellen ebene 
senkrecht zu ^, also parallel der Projektion des VeläiorB |i 
(d, b. des Beschleunigungsyektors) auf die zur BKckrichtung 
senkrechte Ebene. Der Betrag Ton ^ ist demjenigen von p 
gleich. Es liegen demnach hier in der Wellen zone dieselben 
Yerbältnisse vor wie bei ebenen elektromagnetischen Wellen 
(vgl. Bd. Ij § 75). Nur ändeni sich bei ebenen Wellen die 
Amplituden während der Fortpflanzung nicht , während hier^ 
bei den KugelweUeDj die Amplituden der Feldstärken mit der 
reziproken Entfernung vom Zentrum abnehmen. 

Der Strahlvektor © ist nach Gleichung (13) durch da» 
äußere Produkt von (S und § gegeben. Er weist also parallel 
dem Radiusvektorj was der Beobachtung entspricht. Da (S, ^^ © 
ein System wechselseitig aufeinander senkrechter Richtungen 
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bilden und die Beträge von (St und ^ einander gleich siiid, lo 
ist der Betrag von ®: 

(54b) S = ,V!«|- §=,;•§*- J,.[txü]- 

Bezeichnen wir mit d- den Winkel der Vektoren r^ und f , 
flo wird 
(54c) 5 = J^,l**8in»* 

die Strahlung, die in der Sekunde durch die Flacheneinheit 
einer Eugel Yom Badius r hindurchtritt; sie hängt genulß (54a) 
Yon der Ladung e und Yon der Beschleunigung des Elektrons 
ab, und zwar selbstverständlich von derjenigen Beschleunigoog, 
die stattfand, als die Welle entsandt wurde. Die Strahlung ver- 
schwindet f ür -ö" = und ^ = ^, d. h. fQr die Richtung des 
Beschleunigungsvektors und für die entgegengesetzte Bichtong; 
sie ist am größten für O* = y, d. h. senkrecht zur BecMshleo- 
nigungsrichtung. Die Integration über die ganze Eugel ergibt 
als Gesamtstrahlung 

7t +1 

Jsdf = /^ p' . 2^Jdd' sin» ^ = 2 *»' • A^ (1 -«*')-! ^1*- 

—1 

Der Badius der Eugel ist hier herausgefallen; es tritt abo 
durch alle von der Welle durchsetzten konzentrischen Eugeh 
der Wellenzone die gleiche Energiemenge hindurch. Diese 
Energie hat sich von dem schwingenden Elektron losgelöst 
und durcheilt in Form von Wellenstrahlung den Baum, wo 
sie je nach der Frequenz der Schwingungen als ultraviolettes^ 
sichtbares oder ultrarotes Licht wahrgenommen wird. Diese in 
Wellenstrahlung verwandelte Energiemenge wird der Lichtquelle 
entzogen; die in der Sekunde entzogene Energie ist nach (54a) 

Ist die Schwingung eine einfach harmonische, nnd ist X 
ihre Wellenlänge im Baume, so ist 
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daher wird der Energieverluat darela StraMung 



dW 
dt 






(55a) 

Hr Die pro Zeiteinheit durch Strahlung verlorene 
Energie iat um so größer, je kleiner bei gegebeüer 
Schwingungsamplitude.die Wellenlänge ist. Sie steigt 
bei abnehmender Wellenlänge umgekehrt proportional 
der Tierten Potenz der Wellenlänge an. Die Schwin- 
gungen erfahren mithin eine Dämpfung dnrch Strahlung. 
Eine solche Dämpfung ist zuerst von H. Hertz in der oben 

I erwähnten Arbeit theoretisch abgeleitet worden. 

pp Wir wollen jetzt die Frage erortarnj inwieweit dieses ein- 
fachste elektromagnetigche Modell einer Lichtquelle geeignet 
ist^ Ton dem Vorgange der Lichtemission ein naturgetreues 
Bild zu geben. Wir wollen zunäcbetj das Resultat der Unter- 
suchungen ZeemaUB (vgl, § 10) vorwegnehmend, vorausaetzenj 
daß das negative Elektron es ist, welches in der Lichtquelle 
schwingt, und wollen dem negativen Elektron diejenigen Eigen- 
schaften zuschreiben, die wir in § 2 bei Besprechung der 
Kathodenstrahlen kennen gelernt haben. Wir haben der mathe- 
matischen Behandlung den Fall zugrunde gelegt, daß vor Be- 
gjpn des Schwingungsvorgauges das Molekül uach außen hin 
unelektrisch ist. Die einfachste dementsprechende Hypothese 
würde die sein^ daß das Molekül aus einem positiven und einem 
negativen Elektron besteht^ deren Mittelpunkte anfangs zu- 
sammenfallen- Wird nun da« negative Elektron verschoben, 
während das positive in Euhe bleibt, so entsteht ein elek- 
trischer Dipol. Unter dem Momente eines solchen Dipols 
wird man entsprechend dem Momente einer Doppelquelle 
(Bd, Ij § 22) einen Vektor zu verstehen haben, der von der 
negativen Ladung zur positiven weist, und dessen Betrag gleich 
dem Produkte aus dem Abstand der Mittelpunkte beider Elek- 
tronen imd der Ladung des positiven ist. Das ist aber nichts 
anderes, als der durch (52) definierte Vektor (i, dr h, der von 
übenden positiven zur bewegten negativen Ladung weisende 
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Fahrstrahl^ multipliziert mit der negatiTen Ladung des bewegten 
Elektrons. Das Feld eines der £r- Achse parallelen Dipols bring«i 
die Formeln (53 c, d) zur Darstellung. 

Wollen wir nun erklären, wieso etwa das Licht des Qaeck- 
silberdampfes aus einzelnen feinen Spektrallinien besteht, so 
müssen wir den in den Molekülen bewegten Elektronen gewisse 
Eigenschwingungen zuschreiben. Um die Existenz dieser Eigen- 
schwingungen zu yerstehen, nimmt die Elektronentheorie an, 
daß auf die Elektronen gewisse quasielastische Kräfte 
wirken, d. h. Kräfte, welche der jeweiligen Entfernung aus der 
Gleichgewichtslage proportional sind. Da die Elektronen Tng- 
heit besitzen, so würde hierdurch die Möglichkeit Ton Eigen- 
schwingungen bestimmter Frequenz gegeben sein. Freilich ist 
so nur ein Rätsel auf ein anderes zurückgeführt Denn es ent- 
steht nun die Frage, welcher Art jene quasielastische Kraft 
ist, ob sie ihrerseits elektrischen Ursprunges ist, etwa yon der 
positiven Elektrizität herrührend, oder ob sie von der wägbaren 
Materie auf die Elektronen ausgeübt wird. Auch die große 
Zahl der Spektrallinien jedes einzelnen chemischen Elementes 
bereitet der Erklärung Schwierigkeiten. Soll man annehmen, 
daß jedes Molekül des Quecksilberdampfes aUe die Spektral- 
linien aussendet, oder strahlt das eine Molekül diese, das andere 
jene Linie aus? Im ersteren Falle wäre dem Molekül eine 
große Zahl elektrischer Eigenschwingungen zuzuschreiben^ und 
das einfache Modell des elektrischen Dipols würde dann nicht 
zur Darstellung des Feldes ausreichen. Im zweiten Fall jedoch 
würde die Existenz der merkwürdigen Gesetzmäßigkeiten, welche 
die Spektrallinien mancher Körper aufweisen, schwer verständ- 
lich sein. Die Fragen der molekularen Struktur, die mit dem 
Probleme der Spektrallinien zusammenhängen, sind leider noch 
wenig aufgeklärt. Wir müssen uns damit begnügen, an unserem 
einfachsten elektromagnetischen Modell festhaltend, jede Spek- 
trallinie einem anderen Dipol zuzuschreiben und die Eigen- 
schwingungen formal durch Einführung quasielastischer Kräfte 
zur Darstellung zu bringen. Wir gelangen so zu einem Ansatz, 
der als Arbeitshypothese gute Dienste leistet. 
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Wir setzen die Schwingungsgleichung des elektrischen 
Dipols in der Form an: 

(56) g^ + k'p = 0', 

nach (52) können wir schreiben 

(56a) m'^^-^k^p^^k^p. 

Hier steht rechts die quasielastische Kraft, welche das mit 
der trägen Masse m behaftete Elektron in die Gleichgewichts- 
lage zurückzieht. Der Verlauf des Schwingungsvorgangs wird 
von den Anfangsbedingungen abhängen; wir können uns etwa 
vorstellen^ daß durch den Zusammenstoß mit einem anderen 
Molekül die Schwingungen des Elektrons angeregt werden. 
Wie dem auch sei, jedenfalls wird während der Schwingung 
das Zeitmittel der kinetischen Energie dem Zeitmittel der 
potentiellen gleich sein. Die gesamte Energie des schwingenden 
Dipols ist, wenn wir zunächst von der Dämpfung absehen, 
konstant; sie beträgt 

(56b) W^mV^^fJ^)\ 

wobei die horizontalen Striche die Bildung des zeitlichen Mittel- 
wertes andeuten. 

Wir haben jedoch oben gesehen, daß der schwingende 
Dipol fortgesetzt Energie ausstrahlt. Diese Ausstrahlung wird 
nun zu einer Dämpfung der Schwingungen Veranlassung geben 
müssen. Wir wollen den Betrag dieser Dämpfung berechnen. 
Aus (55) folgt 
(56c) _Ü^ = ^P 



dW 
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für die Abnahme der Schwingungsenergie, berechnet auf den 
Lichtweg Z = 1 cm, d. h. die Abnahme während der Zeit 



^=- = 4lO-iOsec. 
c 3 



Während dieser Zeit hat das Elektron eine große Zahl 
von Schwingungen ausgeführt — 2 • 10* für >L = 5 • 10"" ^ cm — , 
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80 daß die Mittelwertsbildong über sehr yiele Schwingungen 
gerechtferidgt ist. Andererseits können wir (56 b) nach Ein- 
führuDg der spezifischen Ladung des Elektrons (GL 9) schreiben: 

(56d) W=^Ji. 

Da die Punkte in p, {i Differentiation nach { andeaten, 

80 gilt - . - ,2_K» 

Wir erhalten daher 

dl 3 c\X )' 

Es nimmt somit die Schwingongsenergie nach dem Gtesetze ab: 
(56e) W- W^e-r\ 

wo der Abklingungskoeffizient 

zu setzen ist. Dasselbe Exponentialgesetz gilt fELr die Ab- 
nahme der Intensität der entsandten Strahlung; dem Licht- 
wege 1 cm entspricht ein Herabsinken der Lichtintensitat auf 
den Bruchteil 6"^. 

Nun läßt sich aus Interferenzversuchen eine obere Grenze 
für die Abnahme der Strahlungsintensität gewinnen. Für 
manche Spektrallinien, z. B. für die grüne Qüecksilberlinie, 
haben sich nämlich Interferenzen bei sehr hohen Gangunter- 
schieden herstellen lassen. Die Verfeinerung der Technik solcher 
Interferenzversuche, um die sich A. Michelson, 0. Lummer und 
andere Experimentatoren verdient gemacht haben, hat zu sicht- 
baren Interferenzen noch bei Gangunterschieden von 50 cm 
geführt. Wäre nun die Abklingungskonstante y so groß, daß 
sich auf einem Lichtwege von 40 cm ein Herabsinken der 
Intensität des Lichtes auf ein Hundertstel ihres Wertes oder 
einen noch geringeren Bruchteil ergäbe, so könnte die Theorie 
von diesen Interferenzversuchen nicht Rechenschaft geben. Wir 
wollen sehen, welcher Wert von y sich aus (56 f) ergibt. 
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Wir setzen für e und iy die in (2) und (9) angegebenen 
Werte ein, nehmen A « 5 • 10" ^ an und finden 

Daraus ergibt sich für einen Lichtweg von 50 cm ein 
Herabsinken der Lichtintensität auf den Bruchteil 



ß-y.50_.-0,l 



0,9; 



es würde hiemach bei einem Gangunterschied von 50 cm noch 
sehr wohl eine Literferenz bemerkbar sein. Man könnte sich 
eher darüber wundem, daß nicht bei noch höheren Gangunter- 
schieden Interferenzen sich herstellen lassen. Allein außer der 
Dämpfung durch Strahlung dürften noch andere Ursachen mit- 
spielen, die den regelmäßigen Verlauf des Schwingungsvorganges 
beeinträchtigen. So dürfte z. B. beim Stoße zweier Moleküle 
des Dampfes der ursprüngliche Schwingungsvorgang gestört 
und eine neue, mit einer andern Phase einsetzende Schwingung 
eingeleitet werden. 

Li der Schwingungsgleichung (56) bzw. (56 a) ist der 
Dämpfung durch Strahlung nicht Rechnung getragen worden. 
Wir wollen jetzt nachträglich die Schwingungsgleichung so 
modifizieren, daß der durch (55) in allgemeinster Weise an- 
gegebene Energieverlust zum Ausdrucke gelangt. Wir führen 
in (56a) eine „dissipative Kraft Ä'" ein, indem wir schreiben 

(57) m§ ?^Ä«». + «'. 

Diese dissipative Kraft Ä* stellt die Rückwirkung der 
Strahlung auf das bewegte Elektron dar. Ihre Arbeits- 
leistung muß mit dem Energieverluste (55) durch die Relation 
verknüpft sein: 

(57a) /(l,«-)^^ = -|^^;/(^)V 

dabei bezeichnen ^, t^ zwei, etwa durch eine ganze Schwingung 
getrennte Zeitpunkte, zu denen die Beschleunigung des Elek- 
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trons gleich Null ist. Während des Zeitintenralles yon ^ biB 
t^ wird eine bestimmte Energiemenge entsandt; dieser muß die 
gesamte^ in der gleichen Zeit von der rückwirkenden Kraft it* 
geleistete Arbeit entgegengesetzt gleich sein. Würde etwa zur 
Zeit t^ die ungleichförmige Bewegung des Elektrons beginnen 
imd zur Zeit ^ endigen, so würde die gesamte Arbeit von Ä* 
und die gesamte Energie der entsandten Wellenstrahlong durch 
den Ausdruck (57 a) gegeben sein. 

Wir können nun die rechte Seite von (57 a) durch partielle 
Integration umformen; da die Beschleunigung an den Ghrenzen 
des Integrationsintervalles verschwindet, so wird 



/(•»■x" -.:::/(•. S)^'- 



Wir erfüllen also die Energiegleichung, indem 
wir setzen 

d. h. indem wir die Reaktionskraft der Strahlung dem 
zweiten Differentialquotienten des Geschwindigkeits- 
vektors nach der Zeit proportional annehmen. 

Durch Einführung des Ausdruckes (58) von Ä* in (57) 
erhalten wir 

(58a) m-^- = - J*p + --,^; 

diese allgemeine Schwingungsgleiehung tritt nunmehr an Stelle 
von (56 a). Gemäß (52) kann hierfür geschrieben werden 

(58b) ä*'— 3;;»?- 5F + *'<• = 0- 

Die Schwingu;ngsgleichung des elektrischen Di- 
poles wird also bei Berücksichtigung der Strahlungs- 
dämpfung eine Differentialgleichung dritter Ord- 
nung*^). 

Man könnte nun gegen die obige Ableitung des Ausdrucks 
(58) einwenden, daß durch die Energiegleichung allein die 
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wobei wir abkürzungsweise 

(69a) s = r(l-*'f)=r-~it>t) 

setzen. 

Dabei bedeutet r den Radiusvektor, der von der bewegten 
Punktladung nacb dem festen Aufpunkte P gezogen ist. Wir 
nehmen die Bewegung der Punktladung als gegeben an und 
betrachten demnach r als bekannte Funktion von t\ Die Ge- 
schwindigkeit des Elektrons zur Zeit t' ist 

(69b) t. = - 1;., 

und deren Komponente parallel dem nach dem Aufpunkte hin- 
gezogenen Radiusvektor: 

(69c) 1..= -^,. 

Femer ist die Beschleunigung ^ die das Elektron zur Zeit 
t' erfährt: 

<69d) i = |;,. 

Der zur Zeit t' von der Punktladung entsandte Beitrag 
trifft nun nach Durchlaufung des Latensweges r im Au^unkte 
P ein, also zur Zeit 

<70) t=^t' + 



r 



Ist andererseits der Aufpunkt P gegeben und die Zeit t des 
Eintreffens der Störung in P, so ist, durch Gleichung (70), 
die Zeit f des Entsendens in eindeutiger Weise bestimmt. Es 
ist diejenige Zeit, zu der die auf den Aufpunkt hin sich mit 
Lichtgeschwindigkeit kontrahierende Engel die Punktladung 
trifft. Für den hier behandelten Fall der Unterlichtgeschwindig- 
keit ist Zeit und Ort des Treffens eindeutig bestimmt, wenn 
die Bewegung der Ladung gegeben ist. 

Bei gegebenem Aufpunkt ordnet sich also, gemäß (70), einer 
jeden Zeit t des Eintreffens eine Zeit f des Entsendens zu. 
Dem Übergang zur Zeit t + dt des Eintreffens entspricht, bei 
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feötgehaltenem Aufpunkt, ein Übergang zur Zeit f + df de 
Entsendens; dabei ist^ nach (70), 



^ ~ dt ^ e df dt * 



oder, nach (69 c und a), 
(70a) \ 



Diese Relation ist dem Sinne nach durchaus mit der 
Gleichung (64 c) identisch, Sie unterscheidet sich tob ihr nur 
der Form nach, indem wir dort toMe^ hier partielle Diffe- 
rentiation Bzeichen gebrauchen. Das geschieht dämm, weil wir 
den Äufpunkt P nicht ein für allemal festhalten ^ sondern uns 
die Freiheit lassen, bei festgehaltener Zeit den Au^unkt P zu 
verrücken. Einer solchen Verrüekimg des Au^iinktes würde 
eine Änderung der Zeit t' des Entsendens entsprechen, die 
wir in kartesischer Schreibweise durch die partiellen Differential- 
quotienten nach den Koordinaten des Aufpunktes auszudrücken 
hätten- In vektorieller Schreibweise wird die Veränderung 
Ton t' bei Verschiebung des Au^unktes durch den Gradienten 
Vr sich ausdrücken. Nach (70) ist 



- V^' + - Vn 



j 



Bei der Berechnung des Gradienten von r ist nun mit 
Vorsieht zu verfahren. Würde nur der Aufpunkt verschoben 
und der Ort der Punktladung festgehalten, so würde der 
Gradient des Abstandes r mit dem vom Elektron zum Anf- 
punkte hinweisenden Einheitsvektor r^ identisch sein. Nun 
entspricht aber der abgeänderten Zeit t' des Entsendens eine 
Verruckung der Punktladung^ die zu einer Abstandsänderunfl 



dt 



>Vr-^ö Vj! 



Veranlassung gibt. 

Es wird demnach Vr = r^ 



H^Vr, so daß man 



«-(^-V)v^'+;'. 
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Hieraus folgt, mit Rücksieht auf (70 a) 

(70b) vr=-^|*;. 

Daneben ergibt sich 

^v ^^ «• [ 

dt 



(70c) Vr = r, ^* 



Würde man andererseits, bei festgehaltenem Aufpunkte, 
r partiell nach der Zeit t dififerentiieren, so würde nur der 
Zuwachs des Abstandes infolge der Abänderung der Zeit t' des 
Entsendens und der hierdurch bedingten Verrückung der Punkt- 
ladung in Frage kommen; es wird 

(^0^) dt^d'r-dt'^-'^r-^-t' 

Durch partielle Differentiation nach der Zeit und nach 
dem Orte des Aufpunktes sind aus den elektromagnetischen 
Potentialen (69) die Feldstärken, gemäß (28) und (29), ab- 
zuleiten. Um diese Differentiationen durchführen zu können, 
müssen wir noch angeben, wie s und b nach Zeit und Ort zu 
differentiieren sind. Was zunächst s anbelangt, so ist dasselbe, 
nach (69 a), bei gegebenem Aufpunkte nur von f abhängig. 
Man hat daher 



ds ds dt' 

H~' dt' dt' 



und, nach (69 a bis d): 



Der Gradient von s hingegen ist 

Vs = Vr— ^ V(br). 

Wie bei der Berechnung des Gradienten von r, so ist auch 
bei der Berechnung des Gradienten des skalaren Produktes 

(ör) = rrö^ + 2/t»y + ^b, 

zu beachten, daß nicht nur der Aufpunkt verschoben wird, 
sondern daß dem verschobenen Aufpunkte sich, gemäß (70), 
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Der Abstand der beiden Spektrallinien, in der Skala 
der Frequenzen gemessen^ beträgt 

(60d) v''-v'^ri\§\, 

er ist gleich dem Produkte aus der spezifischen Ladung 
der schwingenden Elektronen und der magnetischen 
Feldstärke. 

Die ursprüngliche Frequenz k entspricht nach (60 c) nicht 
genau der Mitte der beiden abgeänderten Frequenzen v', v". 
Doch ergibt sich das Produkt iy|§| für alle herstellbaren 
Felder so gering — nur mit intensiven Feldern gelingt über- 
haupt die Trennung der Linien — , daß das Quadrat dieses 
Produktes in (60c) zu vernachlässigen ist, und daß mit ge- 
nügender Annäherung gesetzt werden darf: 

(60e) ^^' = k. 

Um nun den Charakter der stattfindenden Schwingungen 
zu erkennen, müssen wir das Verhältnis der Eons tauten a, h 
aus einer der Gleichungen (60 a) ermitteln. Für die langsamere 
der beiden Schwingungen, von der Frequenz v\ folgt aus (60a^b) 

(60f) K.,^ll=^ j^i^ 

für die schnellere der beiden Schwingungen, von der Frequenz v", 

(60g) l-, = J_;zj|' = _,-. 

Es sind also, sowohl für die langsamere wie für die 
schnellere Schwingung, die Amplituden der beiden Kompo- 
nenten |l<p, |ly die gleichen; die Phasen jedoch weichen um ^ 

voneinander ab. Beides sind demnach zirkuläre Schwingungen. 
Bei der langsamen Schwingung ist, nach (60f), die y-Kompo- 

nente der a;- Komponente um — an Phase voran, d. h. die Kreis- 
bewegung führt, nach einer Viertelschwingung, von der j^-Achse 
zur a;-Achse, sie stellt also eine negative Drehung um die mit 
der ;8f -Achse zusammenfallende Richtung des magnetischen Feldes 
dar. Einem auf der Seite der positiven -8^ -Achse befindlichen 
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Beobachter eracheiiit die Kreisscliwingung als Drehung im 
Sinne dea Uhrzeigers oder als rechts zirkuläre Schwingung. 
Bei der schnelleren Schwingung hingegen ist nach (60 g) die 

rt- Komponente der ^-Komponente um ^ *^ Phase voran j diese 

Bewegung entspricht einer positiven Umkreisung der £f -Achse 
und eracheißt einem auf der Seite der positiven ^ -Achse he- 
.ftadlichen Beohaehter als links zirkuläre^ dem Uhrzeigersinne 
entgegengeßetzte Sehwinguog. 

Wir denken uns jetzt die Flamme zwischen den Polen 
BS Magneten; auf derjenigen Seite^ nach der das magnetische 
?eld gerichtet ist, mag der Magnet durchhohrt sein. Was 
rird ein dnrch die Offiaung hindurchblickender Beobachter wahr- 
nehmen ? 

Für diesen Beobachter kommen nur die Schwingungen in 
der (^^)- Ebene in Betracht: denn wir haben im vorigen Para- 
graphen gesehen^ daß nur die zur Blickriehtnng senkrechten 
Komponenten der Elektronenbewegung für die ausgestrahlten 
WeUen maßgebend sind. Die der jSf -Achse parallele Kompo- 
nente sendet daher den Magnetkraftlinien parallel keiu Licht 
aus. Der Beobachter wird also bei spektraler Zerlegung des 
Lichtes die ursprünglich einfache Spektrallinie verdoppelt 
finden- Dieses Duplet von Linien ist zirkularpolari- 
eiertj und zwar erscheint dem Beobachter, welcher 
den Kraftlinien des magnetischen Feldes entgegen- 
blicktj die im Spektrum auf der roten Seite liegende 
Linie rechtszirkular, die auf der violetten Seite 
liegende linkszirkular polarisiert. Die Beobachtung des 
jjlongitudinalen Zeemann -Effektes" hat in der Tat ein 
derartiges Duplet ergeben, wenigstens für die Mehrzahl der 
untersuchten Spektrallinien. Hieraus ist zu schließen, daß 
das negative Elektron es ist, welches die Spektral- 
linien ausstrahlt- hl der Tat haben wir, bei der Aufstellung 
der Grimdgleicbnng (59), die negative Ladung des Elektrons 
bereits berücksichtigend 
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ladung dar. Die elektrisclie Feldstärke setzt sich ans zwei 
Vektoren zoflammen. Der erste Vektor ist der Besehleanigang 
der Pnnktladnng zor Zeit t"^ en^egengeriehtet. Der zweite 
Vektor ist parallel zn 






um diesen Vektor geometrisch za interpretieren, gehen 
wir auf die Abbildung 2 des rorletzten Paragraphen zurack. 
Wir hab«i es hier allerdiiigs nicht wie dort mit ^eich- 
formiger, sondern mit nngleichfSrmiger Bewegong zn tan. 
Betrachten wir indessen, statt der wirklichen Bewegong , eine 
solche, die ^eichformig mit der Geschwindigkeit i erfolgt^ 
welche die Punktladung gerade znr Zeit f des Entsendens 

(im Punkte E"^) besaß ^ so wird sie während der Latenszeit - 

die Strecke E'E = • • — beschreiben. Sl wird dann der Vektor 

c 

EP der Figur 2, der Ton dem gleichzeitigen Orte des Elektrons 
nach dem Au^unkte hin gezogen ist Diesem RadiusYektor 
parallel weist der zweite Bestandteil des elektrischen Vektors. Bei 
einer wirklieh gleichformigoi Bewegung geht er in (67 d) über. 
Den magnetischen Vektor können wir in der Form schreiben: 

(73b) # = [n«]; 

derselbe steht mithin senkrecht auf dem vom Orte des Ent- 
sendens E' nach dem Au^unkte hin gezogenen Radiusvektor, 
und aut dem elektrischen Vektor. 

Wir sind nunmehr in der Lage, den allgemeinen Aus- 
druck der elektromagnetisehen Kraft anzugeben, welche die 
Punktladung t auf eine zweite, zur Zeit t den Aufyunkt P 
mit der Geschwindigkeit i' passierende Punktladung e ausübt 
Diese Kn^ft ist, der Grundgleiohimg (V) gemäß, 

Duivh Einfilhniug von y^Tob"^ erhalten wir 
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äußeren LinieB finden tue elektriechen Schwingungen 
senkrecht zu dsn magnetischen Kraftliuien des äußeren 
Feldes statt; diese sind also geradlinig parallel den Kraftlinien 
polarisiert. Die innere Linie hingegen iat senkre(5ht zu den 
magnetischen Kraftlinien polarisiert; in ihr finden die Schwin- 
gungen des elektrischen Yektors parallel den Kraft- 
»~ linien des Magnetfeldes statt^ in dem sich die Flamme he- 
findei Auch diese Beschreibung des j,tranflver8alen Zeeman- 
feffektes^' entsprichtj bei den meisten Spektrallinien, der Be- 
obachtung. 
Diese einfache Form weist die Verändenmg der Spektral- 
iinien im magnetischen Felde jedoch keineswegs in allen Fällen 
auf. Manche SpektraUinienj 2. B. die gelben Natrium linien Dj 
und D^j teilen eich, anstatt in drei, in vier oder in sechs 
Linien; gewisse Linien des Quecksilherspektrums weisen ^ hei 
Beobachtung senkrecht zu den magnetischen Kraftlinien, sogar 
eine Teüuiig in neun Linien auf. Wie die sorgfältigen Unter- 
Buchungen Too C. Runge und F, Paschen ^*') ergeben haben. 
Bind es gerade die Serienlinienj die solche anomalen Zeeman-' 
Effekte zeigen. Diese Untersuchungen haben sehr bemerkens- 
werte Gesetzmäßigkeiten festgestellt. Alle Linien einer und 
derselben Serie weisen die gleiche Zerlegung im magnetischen 
Felde auf, sowohl was die Zahi^ als auch was den in der Skala 
der Frequenzen gemessenen Abstand der getrennten Linien an- 
belangt. Ja sogar die Linien verschiedener Elemente, die einer 
und deraelben Gruppe des MendeiejeflFschen Svstemes angehören^ 
besitzen meist den gleichen Zeeman- Effekt, wenn sie ent- 
sprechenden Serien angehören. Der Zeemsn- Effekt ist ein 
charakteristisches Merkmai für die betreffende Serie; er bat es 
in einigen Fallen ermöglicht, bis dahin noch nicht in Serien 
eingeordneten Linien ihren richtigen Platz anzuweisen. 

Das in den beiden letzten Paragraphen entwickelte ein- 
fache Modell eines leuchtenden Moleküles erweist sieh, wie wir 
8 eben j gerade für die Serienlinien als unzulänglich, da diese 
Linien meist anomale Zeeman-Effekte zeigen. In der Tat konnten 
ir das Bild eines einzelnen, unter dem Einflüsse einer qua 
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mittel gewinnen. Dort werden wir auf die Ghnndgleicliiiiigeii 
(I) bis (V) zurückgehen, und in einfachen Fallen nahemngBweiM 
gültige Lösungen derselben ermitteln. Solange uns die Lösung 
des „Einelektronproblemes'^ noch unbekannt ist, kann uns das 
Gesetz der elementaren elektrodynamischen Kraft nur Yon ge- 
ringem Nutzen sein. Es bestimmt zwar die Kraft, aber nicht 
die Bewegung, welche sich die beiden Elektronen gegenseitig 
mitteilen; es führt nicht einmal zur Aufstellung der Differential- 
gleichungen des ,,Zweielektronenproblemes^. 

Wir kehren zurück zu den Formeln für das elekfaro- 
magnetische Feld. Nach (73b) ist 

»ni — [ti[t,«]] = «-ti(ti«)- 

Da nun nach (72) sich ergibt 

('.«)— ^^(M)*+;.(i-^)|i-^'+4?i(l^)'- 

SO folgt, mit Rücksicht auf (70 a): 

(n«)=,^(i-/^^)ß:y, 

und somit 

(73d) e = [^n] +/;/(! -^*)g^)*, 

eine Formel, die der Formel (73 b) als Gegenstück gegenübertriti 
In der Wellenzone, wo die Feldstärken umgekehrt pro- 
portional der Entfernung r abnehmen, vereinfachen sich die 
Ausdrücke (72,73) der Vektoren «, §, Es wird 

•-;:.(i^)'+i^.c".)|r.-?i (§?)•■ 

Berücksichtigen wir, daß nach (70a) 

c c 

und daß daher 

(..,..-4)-l-'??>=l:(M) 



\ 



\ 



\ 
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ist, so erhalten wir 

«-;^-(Mr(i'.-iK".)-»('..'.-!)). 

oder, nach Regel (d) in Bd. I, S. 452 

Dabei ist 

WO 8t den durch (73a) definierten und oben geometrisch ge- 
deuteten Vektor vorstellt. In der Wellenzone steht, nach 
(74), der elektrische Vektor senkrecht auf dem Radius- 
vektor t, der von dem Orte des Entsendens aus kon- 
struiert ist. Er liegt in der Ebene der Vektoren 8t 
und 6. Die Formel (73 d) geht in der Wellenzone über in 

(74b) 6 = [§n]; 

da andererseits allgemein (73b) gilt, so folgt: in der Wellen- 
zone stellen 6, § und tj ein System dreier wechsel- 
seitig aufeinander senkrechter Richtungen dar; der 
elektrische Vektor ist dem Betrage nach dem magne- 
tischen gleich. Der Strahlvektor 

(74c) ® = ^[«§] = ii[«[r.«]] = n^«* 

weist parallel dem von der Punktladung aus ge- 
zogenen Radiusvektor. 

Es liegen demnach hier durchaus dieselben Verhältnisse 
vor wie in der Wellenzone eines ruhenden Dipols (Vgl. § 9). 
Die jetzt erhaltenen Formeln müssen natürlich, wenn man zu 
langsamer Bewegung des Elektrons übergeht, in die damals 
aufgestellten Formeln (54) übergehen. Das trifft in der Tat 
zu; denn nehmen wir |ii{ klein gegen c an und setzen dem- 

gemäß ^ = 1, so ergibt (74) denselben Ausdruck von @, 

welcher dort aus (54) und (54 a) folgte. Die nunmehr ge- 

7* 



5^^%^\ 



fi™ 
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wmmBneii aUgem einen Formeln fSr die Ftldstlrken der eat- 
Maiteii Welleo unterliegt! nicht den EmschmakiirigeiL, tinter 
denen wir dort daä IViblem der Lichtätrakltmg bebäDdelten. 
Die hier abgeleiteten Relationen beatimmen die 
Weilenatrahlang, die ron einem beäcbleunigten Elek- 
tron auageaandt wird, ancb dann, wenn die G^- 
üchwindigkeit dei Elektrons Ton der Ordnung der 
Liehtgeaehwindigkeit wiri Nor die überliehtgescliwindig- 
kejty di^ unmittelbare Nachbaracliatt der Lieb tgescb windigkeit 
mwm der Fall einer außerordentlich raschen, stoßartigen Ge- 
nehwindigkeitsändening f?ind dnreh die Bedingung (63b )^ die 
allen luiaf^ren Entwjckelnngen zngnmde Liegt , ansgesehlossen. 
In clen beiden flachsten Paragraphen w^en wir weitere Folge- 
rn ngcm ane unseren Resultaten ableiten. Wir werden die ge- 
«amle Eniir^ie nud Bewegungsgroße berechnen^ die von einer 
raaeh bewegten Punktladung ausgestrahlt wird, und werden 
fibilann die Itück Wirkung der Strahlung auf die bewegte Ladung, 
in nUgemeiDiTer Weise als im § 9, bestimmen. 

tJ 14. Thdori« de« bewegten leuchtenden Punktes* 
(Mo Kt^tiiitiiiii der Energie und der Bewegungsgröße^ die 
ein l*plii*big ni!**^b bewegtes Elektron bei einer Geacbwindigkeits* 
Undernrig tiUHHtndiit, ist, entsprechend der Mannigfaltigkeit der 
vim der Kluktroneiitheorie umfaßten Vorgänge, in mehrfacher 
llin^ioht vnri Wirhtigkeit Erstens kann man auf Grund dieser 
Kenninii nMi <nn Urteil darüber bilden, inwieweit es gestattet 
iit« hm tnm^v uiigleiclinsnnigen Elektronenbewegung die Energie 
lind die llfwogiiiigttgHlße uls voni bewegten Elektron mit* 
^fUlirl aufiiseheu. Bei ^iner stationären geradlinigem Be- 
Kvi^uii|| i*it diis titeU gettatht; diese stellt eine reine Komrek* 
titmüiiirubUiiig dar. Üie uiigleichfomiige Bewegung ist keine 
tmwp ICoiiT«*kUotiiMitralilungy ein Teil der Energie nnd Be- 
tYi«|{uugitifru]k> wird daWi in WeUensttabluug TerwandelL Bd 
wi*iiig bi'tcltlemiigteu ^qna^isklioiiirai^ Bew^iuigen komml 
J4^Ui««ti du» iiiii|{«iltiihll%^ Enif^rgie und Bewegungsgröfle «nü 
%hmt ibr iiiil««ttlMrtMl kaum in B«tnelit, m kann U 
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Aufgaben^ z. B. hei der Ermittelung der Beschleuiiigting imd 
Ablenkung der Elektronen durch äußere Felder^ ganz Yemach- 
läsBigt werden. Wann diese Vemacblässigung gestattet ist und 
wann nicbt, das kann man erst dann beurteilen, wenn man 
die auBgestTablten Anteile der Energie und der Beweguiigs- 
gröBe kennt. 
^L Treffen die im Katbodenstrahle bewegten Elektronen auf 
Hkie Antikathode j so werden sie vermutlich^ in das Innere 
eindringend, von den Molekülen der wägbaren Materie wieder- 
holt ans ihrer Bahn abgelenkt. Hier wird die entsandte 
Wellenstrahlung von Bedeutung^ nach der Stokes-Wiechertachen 
Hypothese ist sie mit der von der Antikathode ausgehenden 
Röntgenstrahlung identisch (vgl. § 3). Diese Beziehung zur 
Theorie der Röntgenstrahlen verleiht den Ent Wickelungen 

r dieses Paragraphen ebenfalls ein gewisses Interesse, 
I Drittens aber ist die Kenntnis der allgemeinen Gesetze 
der Wellenstrahlung einer beschleunigten Punktladung für die 
Optik bewegter Körper von Bedeutung, Wir haben in § 9 ein 
elektromagnetisches Modell des ruhenden lichtentsendenden 
Molekules kennen gelernt; wir nahmen an, daß es aus einem 
ruhenden positiven und einem schwingenden negativen Elektron 
besteh tj und zeigten (§ 10)^ daß die normale Form des Zeem an- 
Effektes durch dieses denkbar einfachste elektromagnetische 
Modell erklärt wird. Hat man es nun mit einem bewegten 
Molekül zu tuUj so wird man in konsequenter Verfolgung jener 
Vorstellung ein positives und ein negatires Elektron sich 
I denken müssen; die Bewegung des positiven ist durch die Be- 
wegung des Molekules bestimmt, während das negative Elektron 
^^um das bewegte positive schwing! Ein solcher bewegter 
^Rind gleichzeitig schwingender elektrischer Dipol 
' stellt das einfachste Modell des bewegten leuchten- 
den Punktes dar. Vorzugsweise mit Rücksicht auf das 
Problem des bewegten leuchtenden Punktes werden wir in 
diesem Paragraphen unsere Ansätze verfolgen, 

Bevor wir dazu übergehen, woUen wir unsere Theorie zu 
%llgemeineren Prinzipien in Beziehung setzen, die für 
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§ 14* Zweites KapiteL Welleiiitrahliin^ einer bewegten Punktladung, 1 03 



und das ist eben die gewöhiiliehe Passung des Dopplerschen 
Prinzipes: Die Schwiiiguiigadauer t der wahrgenom- 
menen Schwingungen wird verkleinertj wenn der 
leuchtende Punkt dem Beobachter sieh nähert (qp ein 
spitzer Winkeljj sie wird vergrößert^ wenn der leuch- 
tende Punkt sich vom Beobachter entfernt (gj ein 
stumpfer Winkel). Bei Annäherung der bewegten Lichtquelle 
werden demnach alle Spektrallinien nach der violetten, bei 
Entfernung nach der roten Seite des Spektrums verachoben. 
Das giltj wenn der Beobachter ruht Bewegt er sieh 
agegen mit der Geschwindigkeit ö*^ so braucht die Welle, 
die in der Zeit dt den ruhenden Punkt P passiert, die Zeit 

un 

(71 

BC 



L El 



(75c) 



um Über den bewegten Punkt hinwegzustreichen. Es gilt folglich 

d** _ 1 — ßcOBqp 

Dieses ist die allgemeinste Fassung des Doppler- 
schen Prinzipes. Sie fußt im Grunde nur auf der Dela- 
tion (64a); diese aber sagt nichts anderes aua^ als daß die 
Liehtfortpflanzung iin Räume nach allen Seiten hin mit der 
gleichen Geschwindigkeit erfolgt, und daß das Licht seine Ge- 
schwindigkeit weder infolge Bewegung der Lichtquelle noch 
infolge der Bewegung des Beobachters ändert. Nur diese Grund- 
voraussetzung der elektromagnetischen Lichttheorie kommt bei 
der Ableitung des Dopplerschen Prinzipes ins SpieL Es sind 
demnach nur die Feldgleichungen für den Äther ^ nicht die 
sonstigen Voraussetzungen der Elektronentheoriej die dem 
Dopplerschen Prinzipe zugrunde liegen. 

Für periodische Lichtschwingungen bestimmen sieh die 
Schwingungsdauer %^ und die Frequenz v*, welche der bewegte 
Beobachter wahrnimmt, folgendermaßen: 
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Bewegen sieh Lichtquelle und Beobachter einander paraUel 
mit einer nach Richtung und Betrag konstanten Geschwindig- 
keit, Bo ist a* = ö 

es folgt demnach ana (75c, d) 

(75e) ^^l 



^* = qp; 



r* = 



v^ = v' 



Bei gemeinaamer Translationsbeweguag der Licht- 
quelle nnd des Beobachters fällt die Dopplersche 
Korrektioi! fort. Der bewegte Punkt P wird in der gleichen 
Zeit dt' von der Welle überstricheUj in der die Welle von der 
bewegten Lichtquelle entsandt wurde. Dieser Satz findet seine 
Anwendung auf das Licht irdischer LichtqueUeHj welches von 
irdischen Beobachtern wahrgenommen wird; er lehrt ^ daß die 
Schwingungsdauer des wahrgenommenen Lichtes mit dei" Dauer 
der in der Lichtquelle stattfindenden Schwingungen ilbereinstimrat. 

Die zur Zeit t' YOm leuchtenden Punkte ausgebende 
Störung wird zur Zeit t eine Kugelfläche vom Radius 
r = c{i — f) einnehmen. Wir wählen die Zeit t so groß, daß 
die Kugel sich bereits bis zur Weilenzone ausgedehnt hat. 
Hier sind die Feldstärken diejenigen, die wir am Schlüsse d« 
vorigen Paragraphen kennen lernten. Da die Beträge de 
Feldstärken einander gleich sind^ so ist die elektrische Energii 
dichte der tnagnetiBchen gleich; die gesamte Energiedichte ist 



Btt 



je»+r}' 



i^ 



Wir bezeichnen mit dm den körperlichen Winkel^ unter 
dem ein Flacbenelement der Kugel vom Mittelpunkte aus ge- 
sehen wird. Die Breite der in der Zeit dt' entsandten Welle 
beträgt edt^ da die mit Lichtgeschwindigkeit forteilende Welle . 
in der Zeit dt über den ruhenden Aufpunkt forteilt: dabei if^M 
dt durch dt* gemäß dem Dopplerscben Prinzip zu bestimmen 
(GL 75). Die Energie der im Zeitelemente df entsandten 
beträgt dem nach 
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Dieselbe ist zwiachen zwei exzentrischen Rngelflächeii eoth 
halten; die Kugelflächen expandieren sich mit LiclitgejiGhwin- 
digkeii; dabei nimmt @^ umgekehrt proportional zu r* ab^ so 
daß die gesamte Energie des Wellenimpulsea bei der Ans- 
breituiig im Räume sieh nicht iiiidert. Diese Energie ist in 
der Zeit dt' von der bewegten Lichtquelle in den Raum ent- 
sandt worden. Die in der Zeiteinheit ausgestrahlte 
Energie beträgt 

Wir können die Strahlung des leuchtenden Punktei auch 
auf einem anderen Wege berechnen ^ nämlich auf Grund des 
Poyntingschen Satzes, Der Poyntingsche Vektor weist nach 
Gleichung (74 c) parallel dem Eugelradius^ es wird mithin 
seine in der Richtung des Radius genommene Komponente mit 
seinem Betrage identisch: 

_(76a) @,= S = j^e>. 

Der Poyntingaehe Satz bestimmt nun (vgl. §4) den Energie- 
strom, der in der Zeiteinheit durch die Flächeneinheit einer 
ruhenden Fläche hindnrchtritt. Dieser ^^absolnte Energie- 
strom'^ ist gleich der Normal komponente des Vektors @. 
Um mit Hilfe des Pojntingschen Satzes die ausgestrahlte 
Energie zu bestimmen^ müssen wir den leuchtenden Punkt 
durch eine ruhende Fläche einachließeu; wir wählen zweck- 
in äßi gerweise ein e Kugelj welche zur Zeit t gerade mit der zur 
Zgf^^' <ii<ibäUJten Kugel KoiSlBPll rii Dabei dürfen wir aber 
nicht übei^ehen^ daß die Zeit, währen^^l^M^di^inder Zeit dt' 
von dem bewegten leuchtenden Punkte entlanülP 
die Kugel tritt^ nicht an aUen Punkten der Kugel die gleich 
tt Sie bestimmt sich, gemäß dem Dopplerschen Prinzip, für 
!ie verschiedenen Punkte der Kugel in verschiedener Weise; 
es ist eben die Zeit, die wir oben (in Gl. 75) mit rf( beweich- 
neteu. Will man mit Hilfe des Poyntiugsoht^n HatsRen 
die Energie bestimmen^ die von einem bewegten Ituieb- 
enden Punkte entsandt wird, bo hat man Jie Zuit^ 




106 Erster Abschnitt. Feld und Bewegung einzelner Elektronen. - § 14 

während deren die Welle durch die Elemente der 
ruhenden Fläche tritt^ dem Dopplerschen Prinzipe 
gemäß zu berechnen. Die in der Zeit dt' entsandte Strah- 
lung wird dann, nach (76 a), 

Man sieht sofort, daß für die sekundliche Strahlni^^ der 
bewegten Lichtquelle ein Ausdruck folgt, der mit (76) genau 
übereinstimmt. 

Man kann nun aber auch statt der ruhenden Flache eine 
dem leuchtenden Punkte parallel mitbewegte Flache zugnmde 
legen. Für eine solche fällt, wie wir oben zeigten, die 
Dopplersche Korrektion fort. Die in der Zeit dt entsandte 
Welle tritt in dem gleichen Zeitintervall dt' durch die gleich- 
förmig mitbewegte Fläche. Auf eine bewegte Fläche ist 
aber der Poyntingsche Satz nicht ohne weiteres an- 
zuwenden. Es ist vielmehr zu berücksichtigen, daß zu dem 
absoluten elektromagnetischen Energiestrom, der nach der 
Poyntingschen Theorie im Räume stattfindet, derjenige Energie- 
strom tritt, der allein eine Folge der Bewegung der Fläche 
ist. Der letztere beträgt pro Flächeneinheit 



Ks.{®' + ^']> 



wenn ii^ die parallel der äußeren Normalen genommene Kom- 
ponente der Geschwindigkeit der bewegten Fläche ist; denn 
die Energie, die infolge der Bewegung der Fläche in der Zeit- 
einheit durch die Flächeneinheit tritt, ist gleich li„, multipliziert 
mit der Energiedichtei sie tritt bei der Bewegung von außen 
nach^^.isnen^ @^, die Normalkomponente des Poyntingschen 
Vektors, gibt dagegen den durch die Veränderung des Feldes 
allein bedingten, von innen nach außen tretenden Energiestrom 
an. Die Diiferenz 

(76b) @^_»^{r + r) 

stellt den Energiestrom durch die bewegte Fläche, oder, wie 
wir sagen wollen, den „relativen Energiestrom" dar. 
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Die Anwendung auf unsere, döu gleichförmig bewegten 
leuchtenden Punkt einschließende mitbewegte Kugel ergibt^ da 
die Geschwindigkeit der Kugel mit ihrer Normalen den Winkel tp 
einscbließtj und da in der Wellenzone 6^=^§* ist, gemäß (76a) 

1 c 

— @*(c — I Ö I COB tf^) = ;^ 6^(1 — ß cos q?) 

als Wert des relativen Energiestromes. Die in der Zeit- 
einJieit durch die ganze Kugel hindurchtretende Energie wird 
demnach 

^ / dioH^(l — ß cos ip)i 

dieser Ausdruck stimmt^ nach (75), wiederum genau mit dem 
in (76) erhaltenen Werte für die in der Sekunde ausgestrahlte 
Suergie überein. 

Die sinngemäße Anwendung des Poyntingschea Satzes 
ergibt demnach in jedem Falle den richtigen Wert für die 
Strahlung^ die von der bewegten Lichtquelle entsandt wird. 
Dahei kann man eine ruhende oder eine mitbewegte Fläche 
der Anwendung des Poyutingachen Satzes zugrunde legen. 
Im ersteren Falle ist die Dopplersche Korrektion zu berück- 
sichtigen 5 im letzteren Falle fallt zwar die Dopplersche Kor- 
rektion forty es ist jedoch der Poyutiugache Satz mit Rück- 
sicht auf die Bewegung der Fläche zu korrigieren. 

Das Dopplersche Prinzip und der Pojntingsche Satz sind 
die Grundpfeiler der Strahlungstheorie. Derjenige, der sich 
mit Ihnen nicht gi-ündlich vertraut gemacht hat^ ist deu Pro- 
blemen der Optik bewegter Körper nicht gewachsen. Denn 
es wird ihm nicht gelingen, zwischen der Skylla des Doppier- 
scheu Prinz ipes und der Charybdis des Poyntingschen Satzes 
unTersehrt hindurch zusteuern. 

Neben der ausgesandtea Energie ist für die Mechanik des 
bewegten leuchtenden Punktes die aus gesandte BeweguugsgröHe 
TOn Wichtigkeit. Wie wir in § 5 aDgemein gezeigt haben, 
ist die Dichte der elektromagnetischen Bewegungsgröße dem 
iorch e^ dividierten Strahlvektor gleich. lu der Wellenzone 



108 ETstei Abschnitt. Feld und Bewegung einxetlner Elektronen, g : 

des leuchtenden Punktes ist mitkiiij iiach (T4e), die Dichte de 
BewegungsgrÖße 

Dieser Vektor ist aji Stelle der Euergiediclite — QF* in 

die Formel (76) einzusetzen^ um die in der Zeiteinbel 
yon dem bewegten leuchtenden Punkte entsandte Bj 
wegungsgröße zu erhalten: 

In (76) und (77) ist unter 6 die Feldstärke der tO 
bewegten leuchtenden Punkte entsandten Wellen ku verstehenT 
Handelt es eich um eine gleichförmige geradlinige Bewegimg 
des leuchtenden Punktes, so ist nach der Vorstellung^ die wir 
uns Yon dem Vorgänge in der Lichtquelle machten, das posi- 
tive Elektron in gleichfürmiger, geradliaiger Bewegung be- 
griffen j während das negative Elektron kleine Schwingungen 
um das positive ausführt. Wir wollen voraussetzen j daß die 
Geschwindigkeit der Sehwingungsbewegung klein ist gegen 
diejenige der gemeinsamen Translation. Alsdann ist unter b 
in (74) der konstaate Geschwiadigkeitsvektor der bewegten 
Lichtquelle zu verstehen. Der daselbst auftretende Vektor 
{VgL 73a) 
(77a) «^.{r.-^fl^t-nt 

gewinnt in diesem Falle eine vereinfachte Bedeutung, Es 
(vgl Abb. 2 in § 12) der Radius vektor^ der nach dem Aufpunfc 
von dem gleichzeitigen Orte der Lichtquelle aus gezogen 

Das gleichförmig bewegte positive Elektron tragt nichts 
zur Strahlung bei* denn die Feldstarken des von ihm erregten 
Feldes nehmen (vgL § 12) mit dem Quadrate des Abstandes ab und 
verach winden in der Wellenzone gegen diejenigen des schwingen* 
den negativen Elektrons* Wir können mithin für ® den Ai| 

druck (74) einführen. Dabei ist -t-j dasselbe (vgl. 70a)j 

wir jetzt als Dopplersche Korrektion bezeichnet und, auf ei 
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festgehaltenen Äiifpunkt uns beziehead^ -jj geschrieben haben. 
Nach (75) wird daher 

^V Unter ti ist dabei die konstante Geschwindigkeit des 
l^lencht enden Pnnktei zu verstehen^ unter i die Beschleunigung 
dea schwingenden negatiTen Elektrons Ea iat zu betonen^ 
daß die obigen Einöchränknngeu sieh nur auf die Anwendung 
heziehenj die wir von unseren Formeln machen. Handelt es 
eich um die Energie und Bewegungsgröße, die von einem 
einzelnen beschleunigten Elektron ausgesandt werden, so sind 
unsere Formeln in dem Bereiche gültig, den wir bereits in § 11 
umgrenzten; tl und i eteUen dann die Geaeh windigkeit und die 
Beschleunigung dar^ welche dem Elektron zur Zeit f des Ent- 
sendens erteilt wurden. Nur die Anwendung auf die Theorie 
des bewegteil schwingenden Dipols gi-ündet sich auf die er- 
wähnte vereinfachende Annahme^ daß der periodiache Teil von D 
klein ist gegen den konstanten^ die Tranalationsgesch windigkeit 
des Dipols darstellenden Teil. 
^ Kacb Regel (*) in Bd, I, S. 452 ist 

m ^^- P *]] ^ 1^^- 7) ("^) - Hl - ß 00s g.). 

Berücksichtigt man nun, daß 

o erhält man 

wobei übrigens, nach (74c), durch ®* zngleich der Strahlvektor 

bestiiuint ist: 

07e) ( 



I 



r, ~ ®». 



Wir ziehen nun zunächst zwei spezielle Fälle in Betracht, 
nämlich erstens den Fall, daß die Schwingungen des negatiren 



110 Erster Abschnitt. Feld und Bewegung einzelner Elektronen. § 14. 

Elektrons parallel, und zweitens den, daß sie senkrecht znr 
Bewegungsrichtung der Lichtquelle erfolgen. 

I. Longitudinal schwingender DipoL 
Hier gut (it,)«=ö2eos>, 

|(6ii)(6ri) = ö*/3cos9. 
Es wird daher aus (77 d) nach einigen Umformungen 
(78) «» = -,-^ 



r*c*(l — pco89)« 

Die Einführung in (76) und (77) ergiht, bei Berück- 
sichtigung von (75), 

^ ^^ dt''^ inc'^J {1 — ß cos 9)* 

für die ausgestrahlte Energie, und 

/nQ\.\ dCi _ e*i* r dmti sin'y 

^'^^^ dt' ~47rcV (1 — /JC0S9)* 

für die ausgestrahlte Bewegungsgröße. 

n. Transversal schwingender Dipol. 
Hier gilt 

(ö O) = und (6 t^y = i* sin^ (p cos^ g, 

wenn g den Winkel der Ebenen der Vektoren (ii, ö) und (H, tj) 
anzeigt, g), g demnach Polarkoordinaten der Einheitskugel sind. 
Es wird 

(79)e^ = p^;--^ej(l-^co8 9,)*-(l-^')sin>cos«§). 
Die Einführung in (76) und (77) ergibt 

(7!.b) - '^®. = f^\ fda>x, (.-- 7^-Y, 

^ ^ f/f 4:71 c^J M (1 — /J COS qp)' 

-(l-/3^)cosn-r-^«^^,} 

V r / ^ (^1 — /J C08qp)*J 
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für die bei transyersalen Schwingungen stattfindende 
Strahlung Yon Energie und von Bewegnngsgröße. 

Was die ausgestrahlte Bewegungsgräße anbelangt^ so er- 
ennt mau ohne weiteres, daß nur die der Bewegungsrichtung 
parallele Komponente von Null verschieden sein kann. In der 
Tat, betrachten wir zwei Punkte der Einheitskugel^ die sich 
in bezug auf die Bewegunggrichtiing spiegelbildlich entsprechen, 
d, h. dasselbe ^ und ein um 180* yerschiedenes g besitzen, so 
Bind die den beiden Punkten zugehörigen Einheitsvektoren t^ 
in (78 b) mit demselben Ausdruck multipliziert und ebenso 
in (79 b). Es zerstören sich also die Beitmge der betreffenden 
Elemente der Einheitskugel hinsichtlich der zu t> senkrechten 
Komponenteuj und es bleibt nur die zu ti parallele Komponente 
übrig. Ffihreu wir die neue Integrations variable 



ein, wodurch 



t* = — COB 9 

dtD = du dl 



wird, 80 ergibt die Integration nach £: 



+ 1 



^*^^/ dt' 2c V (1 + 1?«)* ' 

-1 

j + 1 + j -i 

-r70^\ _«^_€^M f du i-ß* f du{l- u^\ 






-1 
+ 1 



Zur Auswertung der Integrale schreitend, setzen wir ab- 
kürzungsweise 
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Es gilt ^, 

/ 'du 2 

(1 + ßuy X«' 
-1 

daher 



+ 1 +1 



/QA^^ rdu(-u) 1 ^ r du _ 2^ 

-1 -1 

Femer findet maa leicht 

- 1 
und folglich 

+ 1 +1 

r duu* _ _i_^ r_^_ _ ^(i+^p') 

J(l+Pu)* l^4.dß'J {1 + ßuy 3x» '' 

-1 -1 

da außerdem 

+ 1 

r du _ 2(i+p») 

-1 

ist, so wird schließlich 

+ 1 

(^^^) J (l+ßuy -3xe- 



Andererseits ergibt sich aus (80 a): 

+ 1 +1 



/ ' duu* _ 1 d fdui—u) ^ 2(l-f 3/?«) 
{1 + ßu)^^ ^dßj {1 + ßuY 8x« ' 

-1 -1 - 

und mit Rücksicht auf die leicht abzuleitende Beziehung: 

+ 1 

2(3 + ^^ 



/du _ 
l\+ß^' ~ 
-1 

+ 1 



3%« 

-1 ' 

+ 1 

( *du (1 — w*) 4_ 

(1 + /?«*)'*" — 3h*' 
■1 
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(^woraus endlich folgt: 



-1 



-1 



Nach (79c^d) und (80Cjd) wird die von longitudi- 
nalen Schwingungen des Dipols ausgestrahlte Energie 
und BewegTingsgröße: 






AuB (79e,f) hingegen^ in Verbindung mit (80a bis d), folgt 
"die von transversalen Schwingungen des Dipols aua- 
gestrahlte Energie und Bewegungsgröße: 



dt* 






' Es ergibt sich also^ bemerkenewerterweise^ die 

Strahlung bei transversalen Schwingungen im Ver- 
hältnis «* — 1 — ß^ kleiner als bei longitudinalen 
Schwingungen, Bei langsamer Bewegung^ wenn ß^ gegen 1 
zu vernachlässigen ist, kommt natürlich dieser Unterschied 
nicht in Betracht. Alsdann gehen die Formeln (81j und (81b) 
in die Hertz sehe Formel (55) für die Strahlung eines ruhenden 
Dipols über. 

Die Formeln (Sla^e) zeigen an, daß der bewegte leuchtende 
Punkt fortgesetzt elektromagnetische Bewegungsgröße in den 
Baum hinaussendet, und zwar überwiegt die der Bewegunga- 
richtung parallele Komponente, Da nun die Summe der im 
ganzen Räume enthaltenen Bewegungsgroße^ elektromagnetisch© 
und mecbanische zusammen, den Ergebnissen des § 5 zufolge 
konstant sein muß, falls eine äußere Kraft an der Lichtquelle 
nicht angreift, so nimmt die Beweguugsgröße der Lichtquelle 
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l 



selbst pro Sekunde um den entspreeheudflii Betrag ab, A k 
es übt die ansgesandte Strabltiag eine ReaktLonskrmft 
auf den leuchtenden Punkt aus, welche der Bewegung eil- 
gegen mrkl Dieselbe betragt: 



2e*9 



(81 d) Äj^ — llg-j-^ für longitndinale Schwingnii 



g^l 




(Sie) *s = ^^3c*^ ^^ transversale Schwingungen. 

Dabei sind natürlich Mittelwerte über eine Schwingnng 
tiehinen. Wir kommen in § 49 auf die Bedeutung diesea 
gebniasea zurück. 

Wir gehen jetzt zu dem aUgemeinen Falle über, wo 
negative Elektron in der Lichtquelle ganz beliebige Schwill- 
guugen ausführt, so daß Ö mit H einen ganz beliebigen, und 
auch im Verlaufe der Schwingungen periodisch wechselndeö 
Winkel einschließt. Wir können dann setzen ■ 

D = »1 + Öj, " 

wo i^ zu Ji panülel, i^ zu ti senkrecht ist. Führt man dieset 
in (77d) ein^ so treten erstens Glieder auf^ die zu öj bzw, zu 
d| proportional sind; dieie führen zu den soeben berechneteii 
Werten der von der longitndinalen Komponente bzw. von der 
transversalen Komponente ausgesandten Strahlung* Zweitens 
aber treten noch Glieder aof, die dem Produkte |iihtÖj' pro- 
portional sind^ nämlich 

^ 2 {i,x,) ( i^ti) (1 --ß')^^2 cos q^ sin ep cos f |», ^| B,| (1 ^ ß% 
und 

1 (*!*) (*tti) (1 - i5 COS 9>) - 2^ sin 9? cos ^(1 - ^ cos <p) \i,\-\ i^\ 

(S ist der Winkel^ den die Ebenen der Vektoren (ö, li) und 
(t, ö) einschließen^ so daß qp^ ^ Polarkoordinaten der Einhoite- 
kugel sind}. 

Diese beiden Glieder ergeben zu ft* den Beitrag 

"^ ~ r»cM-- fcoB ^r' (^ ^ *=^^ "^J- 
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Die entsprechen den Anteile der AuBdrÜcke (76) und (77), 
d. h. der Strahlung von Enei^ie und Bewegiingsgröße, sind 

47ce* J (1 — peos)^ ^^ ^^ 

Setzt man hier wieder w = — cos (p, rfra = di*rf£, so ver- 
Bchwindet der erate Ausdruck ohne weiteres bei der Integration 
nach ^, 

Die Xomponenten des im zweiten Gliede angegebenen 
Vektors sind gesondert zu hehandehi. Es sind die Kompo- 
nenten von t^i 

parallel zu b gleich cos tp^ 
parallel zu i^ gleich sin (p cos £;, 
senkrecht zu b und i^ gleich sin ^ sin ^. 
Die erste nnd dritte Komponente der ausgestrahlten Be- 
wegungsgTÖße yersch windet ohne weiteres, wie die Integration 
nach £ ergibt. Die zweite Komponente wird nach Ausfilhrung 
dieser Integration zunächst; 

^^ Gemäß (80 c, d) hat auch dieses Integral den Wert Null, 
Wir haben also bewiesen: Es superponieren sich die 
Energie- und Impulsitrahlungen der longitudinalen 
und der transversalen Schwingungskomponenten des 
bewegten Dipols^ waa die Gesamtstrahlung an- 
belangt. Ist 7j der Winkel der Vektoren b und ö, so wird^ 
nach (81) und (81 b)^ die pro Sekunde ausgestrahlte 
Energie: 

wofür man, mit Rücksicht auf die Bedeutung (80) von ae*, 
auch schreiben kann: 

8* 
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oder auch 

Ebenso kann^ nach (81a,c); fOr die ausgestrahlte Be- 
wegungsgröße geschrieben werden: 

Diese vom Verfasser^)*) und unabhängig von 0. Heaviside^^ 
gefundenen Formeln bestimmen die Energie und den Impuls, 
die von einem beliebig bewegten Elektron ausgestrahlt werden, 
in allen denjenigen Fällen, in denen es als Punktladung be- 
trachtet werden darf. 

Bezüglich ihrer mechanischen Rückwirkung auf die be- 
wegte Lichtquelle kann die Strahlung durch die Kraft ersetzt 
werden 

(88.) *— !•:.{•; +g'}. 

welche im Mittel dieselbe Abnahme der Bewegungsgröße der 
Lichtquelle bedingt. Auf den Widerspruch gegen das erste 
Axiom der Newtonschen Mechanik, der hier hervortritt, kommen 
wir am Schlüsse dieses Buches zurück. 

Nach der in § 3 erwähnten Hypothese sind die Böntgen- 
strahlen nichts anderes als die Wellenstrahlung, welche beim 
Auftreffen der Kathodenstrahlen auf die Antikathode entsteht. 
Ist das Elektron bei seiner Hemmung oder Reflexion an der 
Antikathode immerhin so wenig beschleunigt, daß die Be- 
dingung (63 b) erfüllt ist, so kann die Energie der entsandten 
Röntgenstrahlen aus unserer Formel (82) berechnet werden. 
Falls die Deutung zutriflft, die von Haga und Wind**) sowie 
von Sommerfeld ^^) den in § 3 erwähnten Beugungsversuchen 
gegeben worden ist, ist die Impulsbreite der Röni^enstrahlen 
von der Ordnung 10 ~® cm. Hiernach würde der Bereich, in 
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reichem das Elektron eine GeschwindigkeitBändernng erfährt^ 
von der Größenordnung des Radius der molekularen Wirkunge- 
aphäre sein. Nehmen wir nun an, das Elektron habe die Ge- 
schwindigkeit I Ji I = - c^ und ea werde auf einem Wege von 
10"® cm, d. h, in der Zeit - - 10~® Sekunde, seine Bewegungs- 
richtung umgekehrt^ ao ist die mittlere Beschleunigung gleich 
I e^ . 10^ Der Kenner in (63b) ist c (c — | ö |) - 1 1^, und a, 

der Radius des Elektrons, wird sich imten von der Größen- 
ordnung 10^^' ergeben. Der Bruch, der klein gegen 1 sein 
ioll, ist hiernach auf 2 < 10"^ zu schätzen. Hieraus folgt, daß 
bei der Emisaion von Röntgenstrahlen der Impulsbreite 10~^ cm 
das Elektron noch als Punktladung betrachtet werden darf, 
und daß (82) die Energie der vom einzelnen Elektron ent- 
sandten Röntgenstrahlung bestimmt. 

Ist aber die Impulsbreite der Röntgenstrahlen wesentlich 
geringer, so nähert man sich dem von J. J. Thomaon**) an- 
genommenen Falle einer plötzlichen Hemmung des im Kathoden- 
strahle bewegten Elektrons. Wir kommen auf die Theorie 
dieses FaUea, die aus dem Rahmen der auf der Annahme einer 
Punktladung beruhenden Entwickelungen dieses Kapitels heraus* 
fällt, weiter unten zurück (vgl. § 2ö). 

Den 7-StrahIen des Radiums, deren Eigenschsrften denjenigen 
besonders stark durchdringender Röntgenstrahlen ähnlich sind,, 
kommt wohl eine noch geringere Impulsbreite zu als den 
Röntgenstrahlen; die Geschwindigkeitsänderungen der Elektronen, 
denen die j^- Strahlen ihren Ursprung verdanken, erfolgen dann 
noch plötzlicher als diejenigen, die bei der Emission der 
äntgen strahlen stattfinden. 



g 1&. Die Bückwirkung der Strahlung auf ein bewegtos 

Mektron. 

Wir stellen uns in diesem Paragraphen die Aufgabe, die 
lück Wirkung, welche die entsandte Wellen strablung auf das 
entsendende Elektron ausübt, in allgemeiner Weise zu ermitteln. 
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Wir betrachten dabei eine Bewegung des Elektrons^ deren 6e- 
Hcliwindigkeit bis zur Zeit tl gleichförmig and geradlinig war, 
sodann im Zeitintervalle von ti bis ii nach Betrag und Bichtang 
in beliebiger^ .aber stets in den Gültigkeitsbereich der Be- 
dingung (63 b) fallender Weise abgeändert wurde, und sodann 
von ti an wieder gleichförmig und geradlinig ist. In dem 
Zeitintervalle ^i < ^' < ti wird das Elektron eine gewisse Energie 
und Bewegungsgröße in den Raum hinausgesandt haben. Die 
entsandte Energie ist, nach (82b) 

1 1 

und die entsandte Bewegungsgröße, nach (83) 

1 1 

Dies ist die zeitliche Abnahme der Energie und Bewegungs- 
große, welche das Elektron selbst, bzw. das Yon ihm mit- 
geführte elektromagnetische Feld, infolge der Strahlung er- 
fahren hat; die verlorene Energie und Bewegungsgröße findet 
sich in den entsandten Wellen wieder. 

Will man nun die Rückwirkung der Strahlung auf das 
Elektron durch eine Kraft ft' zum Ausdrack bringen, so muß 
man diese Kraft so bestimmen, daß 



(84) 



fSfdt'^-iSi^ und 
a 



ist, d. h. daß ihr Zeitintegral der ausgestrahlten Bew^ungs- 
große, ihr Wegintegral der ausgestrahlten Energie entgegen- 
gesetzt gleich ist. Die Reaktionskraft der Strahlung hat 
demnach die Gleichungen zu erfüllen 
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ifib) 



(86) 






k 



Dae muß selbstTeratäiidlich auch dann gelten, wenn irgend- 
welche äußeren Kräfte die Bewep^mg des Elektrons beeinflussen; 
auch dann muß der Impuls der Kraft St* der gesamten Be- 
wegungsgröße, die Arbeit dieser Kraft der gesamten Energie 
der entsandten Wellen entgegengesetzt gleich sein. Es wird 
dann die Andening der Bewegnugegroße und Energie des 
Elektrons durch die Reaktionskraft der Strahlung^ im Verein 
nait den sonst noch vorhandenen Kräften, bestimmt In welcher 
Weise^ das wird das nächste Kapitel lehren (vgl. § 23)* 

Es kann auf den ersten Blick zweifelhaft erscheinen, ob 
es überhaupt möglich ist, beiden Gleichungen (85) und (86) 
durch einen und denselben Ausdruck der Reaktiünskraft ft* zu 
genügen. Um diesen Zweifel zu beseitigen, geben wir sofort 
einen Ausdruck aa, Ton dem wir zeigen^ daß er^ unter den 
zugrunde gelegten Annahmen, den Gleichungen (85) und (86) 
Genüge leistet. Wir setzen 

Berücksichtigen wir, daß, nach (80), gilt 



i7a) 



dt' 



dt' 



:(!.»), 



Bo ergibt die partielle Integration der beiden ersten Glieder: 






Jät' 



df's(iib) 



dr 



%%{tt) 



11 (Hl») 



TL 

-Jät' 



ö»= II (bb) , 4>(bb) 



.+ 



<?•«* 
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Berücksichtigen wir^ daß bis zur Zeit ti und Ton der 
Zeit ti an der Beschleonignngsvektor i gleich Null sein soll, 
so erhalten wir 

1 1 

Integriert man nun den Ausdruck (87) von St* nach der 
Zeit, wie es (85) verlangt, und formt die ersten beiden Glieder 
in dieser Weise um, so ergibt die Vereinigung mit den letzten 
beiden Gliedern nichts anderes als die rechte Seite von (85). 
Es ist also diese Gleichung in der Tat erffillt. 

Für die sekundliche Arbeit der Kraft *• folgt aus (87) 

(870 (.«■)- j-::|f+'-if.^l- 

Da nun die partielle Integration liefert 

1 1 

und da 6 an den Grenzen des Integrationsintervalles ver- 
schwindet, so ergibt das Zeitingral der Arbeit in der Tat den 
in (86) rechts stehenden Ausdruck. Die in (87) angegebene 
Kraft St* erfüllt alle Bedingungen, welche der Reak- 
tionskraft der Strahlung vorgeschrieben sind. 

Es fragt sich indessen, ob durch die angegebenen Be- 
dingungen (85) und (86) die Reaktionskraft der Strahlung über- 
haupt eindeutig bestimmt ist. Wir wollen auf den Nachweis 
der Eindeutigkeit nicht eingehen, sondern weiter unten in § 49 
eine andere Ableitung des Ausdruckes (87) für die Rückwirkung 
der Strahlung geben. 

Wir betrachten einige spezielle Fälle. 

a) Gleichförmige Bewegung längs eines Kreises. 
Es ist (ti6)=»0; der Beschleunigungsvektor hat den Betrag 
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wenn 12 der Radius des Kreises ist. Seine Richtung dreht 
sich wie diejenige des Geschwindigkeitsvektors mit der Winkel- 
geschwindigkeit J-^ • Man sieht ohne weiteres ein, daß B ein 
zu li senkrechter Vektor vom Betrage , 

181 = 141. M = |,|.g 

ist; er weist in die entgegengesetzte Richtung wie H, so daß 
man hat: 

Demnach ergibt (87) 
(88) «.= -».i£l-^, x^=l_^^ 

Die Reaktionskraft ist der Bewegung entgegen- 
gerichtet; sie ist dem Quadrate des Kreisradius um- 
gekehrt proportional und steigt mit wachsender Ge- 
schwindigkeit an wie 

Fflr die Arbeit der Reaktionskrafk erhält man 

111 

was selbstverständlich mit (86) übereinstimmt. Die Überein- 
stimmtmg mit (85) ist nicht ohne weiteres ersichtlich. Sie 
wurde ja auch nur postuliert für eine Bewegung, die mit dem 
Werte Null von fi beginnt und endigt, während dazwischen 
sich fi stetig ändert. Es ist also, bevor das Elektron die Kreis- 
bewegung beginnt, und nachdem es dieselbe beendigt hat, je 
ein Intervall anzunehmen, in welchem fi von Null in stetiger 
Weise zu seinem, der Kreisbewegung entsprechenden Werte 
übergeht und wieder zum Werte Null zurückkehrt. Für den 
Kreisbogen, zusammen mit diesen beiden Intervallen, ist, wie 
aus dem gegebenen Beweise folgt, das Zeitintegral der Reak- 
tionskraft durch (85) bestimmt. 
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Betrachten wir übrigens zwei Bewegungen, die um emea 
ganzen Umlauf voneinander verschieden sind, bei denen aber die 
Überführung in die Kreisbahn und die Zurückföhnmg in die 
gleichförmige Bewegung längs genau derselben Bahn geschah, 
so folgt aus der Gültigkeit von (85) und (86) für die beiden 
betrachteten Bahnen: Für einen ganzen Umlauf müssen 
die Relationen (85) und (86) erfüllt sein. Das gilt 
übrigens ganz allgemein für periodische Bewegungen. Deukt 
man den oben gegebenen Beweis noch einmal durch, so sieht 
man ein, daß die von den Integrationsgrenzen herrührenden 
Terme sich auch dann fortheben, wenn zu den Zeiten t{ und ti 
die Vektoren ü und ii die gleichen sind. Ist der Bewegnngs- 
zustand an den Grenzen des Integrationsintervalles 
derselbe wie z.B. bei einer periodischen Bewegung zu 
zwei durch eine Periode getrennten Zeiten, so gelten 
die Relationen (85) und (86) ohne weiteres für die dnrch 
(87) gegebene Kraft. Bei der soeben behandelten Kreis- 
bewegung z. B. ergibt das Zeitintegral von (88) für einen ganzen 
Umlauf den Wert Null, was mit (85) übereinstimmt. 

b) Gleichförmige Bewegung längs einer Kreisschraube. 

Wir setzen 

i> = i>i + i>2, 

indem wir unter H^ den konstanten Vektor verstehen, welcher 
die Projektion von ü auf die Achse der Schraube darstellt, 
unter ü^ hingegen die Projektion von ü auf eine zur Schrauben- 
achse senkrechte Ebene. Der Beschleunigungsvektor i liegt 
in dieser Ebene; er ist senkrecht zu ü^ und ü^, mithin auch 
zu ü gerichtet, so daß (ü i) auch hier gleich Null ist. Femer gilt 

wo B^ der Radius der durch tt, dargestellten Kreisbewegung 
ist. Wir erhalten aus (85) 

* ~ Sc» \"« x»ii,» + " c'**B,'f 
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sdeFj indem wir U ^ U^ + ö^ einführen und 
Fl — f.2 } P2 c* > 






(1-P!) »I 



Die Reaktionakraft der Strahlung ist die Resul- 
tante zweier Kräfte^ von denen die erste der Be- 
wegung längs der Schraubenachse, die zweite der 
Kreisbewegung in der zur Achse senkrechten Ebene 
entgegen wirkt. Sind die Abmessungen der Schraube solche, 
daß bj und ög von derselben Größenordnung werden, so über- 
,wiegt bei langsamer Bewegung die zweite, der Kreisbewegung 
entgegen wirkende Komponente. Bei raschen Bewegungen von 
der Ordnung der Lichtgeschwindigkeit jedoch kommt auch die 
erste Komponente in Betracht; es wird daher ein im homogenen 
magnetischen Felde sich sehr rasch bewegendes Elektron nicht 
nur in der Kreisbewegung um die magnetischen Kraftlinien, 
sondern auch in der translatorißchen Bewegung längs der 
Kraftlinien gehemmt werden, falls die Rückwirkung der Strah- 
lung in Betracht kommt* 

Nach der Formel (7 b) des § 2 ist bei der Schrauben- 
bewegung im homogenen magnetischen Felde 



Wo t^ die 8 pezi fische Ladung des Elektrons ist (t; nimmt^ wie 
wir im nächsten Kapitel sehen werden, mit wachsendem ß ab'^. 
äs wird demnach (89) 

3 c' 



r.1) 



«•- 



^^?- {11,^,^+11,(1 -ft^)j, 



ras bei Kreisbewegimg senkrecht zu den magnetischen Kraft- 
linien übergeht in 
(89b) ft-^-ti 



a e* i]'©* 



3 c' 
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Übrigens ist anzumerken ^ daß bei der Anwendung dieser 
Formeln auf die Eathodenstrahlen Vorsicht geboten isi Es 
handelt sich bei den Kathodenstrahlen nicht um ein einzelnes 
Elektron, sondern um eine ganze Schar von Elektronen, die 
parallele Bahnen beschreiben. Da die ausgestrahlte Energie 
und Bewegungsgröße durch den Poyntingschen Vektor bestimmt 
wird und dieser das äußere Produkt der beiden Feldstarken ist, 
so superponieren sich im allgemeinen zwar die Felder der 
einzelnen Elektronen, aber nicht die ausgestrahlten Beträge 
der Energie und der Bewegungsgroße. Denkt man sich z. B. 
eine Anzahl von Elektronen auf einem Kreise in gleichen 
Abständen angeordnet und mit der gleichen Geschwindigkeit 
längs des Kreises bewegt , so wird die Ausstrahlung um so 
geringer, je größer die Zahl der Elektronen ist. Im Grenz- 
falle sehr vieler Elektronen strahlt diese Elektrizitätsbewegnng 
wie ein stationärer Strom , d. h. sie strahlt überhaupt nicht. 
Hieraus folgt, daß auch die Rückwirkung der Strahlung auf 
das einzelne Elektron eine andere ist, wenn noch andere in 
der gleichen Weise bewegte Elektronen zugegen sind. Man 
muß dann bei der Behandlung der Strahlung und der Strah- 
lungskräfte den Elektronenschwarm als Ganzes behandeln. 

Anders liegen die Verhältnisse bei der Lichtemission. 
Nehmen wir an, daß in jedem lichtentsendenden Molekül nur 
ein einziges Elektron schwingt, so sind die Schwingungen der 
einzelnen Elektronen unabhängig voneinander. Die Phasen- 
differenz zweier Elektronenschwingungen ist eine ganz beliebige, 
und daher tritt bei der Superposition der entsandten Wellen 
ebenso oft eine Schwächung wie eine Verstärkung der Strah- 
lung durch Interferenz ein. Bei der Mittelwertsbildung über 
eine große Zahl von Molekülen und über eine große Zahl von 
Schwingungen ergibt sich eine Strahlung, die gleich der 
Summe der Strahlungen der einzelnen Moleküle ist. Hier ist 
also das Ergebnis dasselbe, als wenn jedes Molekül für sich 
allein die Schwingungen ausgeführt und die Strahlung ent- 
sandt hätte; man kann in diesem Falle auch die Rückwirkung 
der Strahlung auf die Schwingung angeben, ohne auf die 



Fie. 
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^'echselwirkungen der Moleküle ßücksicht zu nohnieB. Hat 
man es mit kleinen Schwingungen zu tun, deren Geschwindig- 
keit klein ist gegen die Lichtgeschwindigkeit ^ so ergibt (87) 

als Reaktionskraft der Strahlung. Das war der Auadniek, den 
wir in § 9 (GL 58) abgeleitet hatten. 

Übrigens liegt den Ent Wickelungen dieses Paragraphen 
rie denen der vorangehenden die Annahme einer PunkÜadung 
zugrunde. Dadurch ist die Lichtgeschwindigkeit und deren 
Nachbarschaft sowie gelbst vorstandlich die Überlichtgeschwin- 
digkeit ausgeschlossen. Es wäre durchaus unzulässig, wenn 
wir etwa ans dem Unendlich wer den der Reaktionskraft für 
ß ^ 1 schließen w [Irden ^ daß eine Strahlung aussendendes 
Elektron nicht mit Lichtgeschwindigkeit bewegt werden kann. 
Auf eine beschleunigte Bewegung mit Lichtgeschwindigkeit 
sind unsere Formeln nicht mehr anzuwenden; denn das Elektron 
ist nicht als Punktladung anzusehen^ sondern es besitzt^ wie 
wir im nächsten Kapitel zeigen werden, endliche Abmessuageu, 
In der unmittelbaren Nähe der Lichtgeschwindigkeit versagen 
demnach unsere durch die Bedingung (63 b) in ihrer Gültigkeit 
eingeschränkten Formeln, Die Frage nach der Erreichung und 
Überschreitung der Lichtgeschwindigkeit kann nur auf Grimd 
bestinimter Voraussetzungen über die Form und die Ladungs- 
verteilnng des Elektrons in Angriff genommen werden. 



Drittes Sapitel, 

Die Mechanik der Elektronen. 

16. Die Grimdhjpotheaeii der Djnamik des Blektrons 
und das alektromaguetiBclie Weltbild. 

Im vorigen Kapitel^ wo wir die von einem beschleunigten 
lektron entsandte WeUenstrahluog behandelten, kam nur das 
?eld in großen Entfernungen vom Elektron in Betracht. Nun 
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ist aber für die Rückwirkung auf das bewegte Elektron haupt- 
sächlich die Energie und die Bewegungsgröße des Feldes^ 
welches das Elektron unmittelbar umgibt, von Bedeutung 
Man gewinnt eine Vorstellung von der Art des Einflusses, 
welchen das mitgeführte Feld auf die Bewegung des Elektrons 
ausübt, indem man an die Analogie des elektrischen Leitungs- 
stromes anknüpft. 

Ein Leitungsstrom ist von einem magnetischen Felde 
umgeben, dessen Energie dem Quadrate der Stromslärke pro- 
portional ist. So erklärt es sich, daß dem Anwachsen der 
Stromstärke eine „elektromotorische Kraft der Selbstinduktion^ 
entgegen wirkt, welche der zeitlichen Änderung der Strom- 
stärke proportional ist. Der Konvektionsstrom, den das be- 
wegte Elektron darstellt, wird gleichfalls von magnetischen 
Kraftlinien umschlungen; die magnetische Energie ist, bei 
langsamer Bewegung wenigstens, auch hier dem Quadrate der 
Stromstärke proportional. Da nun die Stromstärke in diesem 
Falle der Geschwindigkeit des Elektrons proportional ist, so wird 
der elektromotorischen Kraft der Selbstinduktion hier eine 
Kraft entsprechen, welche der Beschleunigung des Elektrons 
^oportional und ihr entgegen gerichtet ist. Der Gedanke 
Maxwells, welcher die „elektrokinetische" Energie des elek- 
trischen Stromes mit der kinetischen Energie bewegter träger 
Massen verglich (Bd. I, § 70), nimmt hier eine noch greif- 
barere Form an als beim Leitungsstrome. Jene vom magne- 
tischen Felde herrührende, einer Beschleunigung des Elektrons 
entgegen wirkende Kraft -entspricht in der Tat durchaus der 
Trägheitskraft der gewöhnlichen Mechanik; es wird mithin ein 
bewegtes elektrisches Teilchen infolge des mitgeführten elektro- 
magnetischen Feldes eine träge Masse besitzen, welche man, 
zum Unterschiede von der trägen Masse wägbarer Teilchen, 
als „scheinbare" oder besser als „elektromagnetische^^ 
Masse bezeichnen kann. Bei den unmittelbar an Maxwell 
anknüpfenden englischen Forschem J. J. Thomson^) und 
0. Heaviside^*) findet sich zuerst die Vorstellung einer solchen 
„scheinbaren Masse*^ der konvektiv bewegten Elektrizität. 



16. 
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^B Der Begriff der elektromagnetiaehen Trägheit gewann 
eine aktuelle Bedeutung, als man in den Kathodenatrahlen 
(YgL § 2) rasch bewegte elektrische Teilchen kennen lernte. 
Wenn anders der Konvektionsstrom überhaupt eine magne- 
tisches Feld erregt — und die Versuche von H. A. Rowland 
(TgL Bd. Ij § 99) konnten hierao kaum zweifeln lassen — ^ 
so mußten die im Kathodenstrahle bewegten Elektronen eine 
elektromagnetische Masse besitzen. Die allgemeinste zulässige 
Annahme war die, daß diese negativen Elektronen sowohl 
elektromagnetische Masse als auch „materielle** Masse besitzen. 
Dabei ist unter „materieller Masse^^ diejenige zu verstehen^ 
welche der wägbaren Materie zukommt, und welche z. B. den 
elektrochemischen Ionen anhaftet. Wir haben indessen bereit» 
in § 2 auf die Schwierigkeiten hingewiesen, welche vom 
atomistischen Standpunkte aus der Auffassung der Masse des 
negativen Elektrons als einer materiellen Masse entgegenstehen. 
Man wäre vor die Alternative gesteUt, entweder den Kathoden- 
etrahlteilchen an Stelle eines einzigen 2000 elektrische Elementar- 
qnanten zuzuschreiben ^ oder aber die Atome der wägbaren 
Materie nicht als unteilbar zu betrachten. Diese Schwierig- 
keiten werden keineswegs gehoben , wenn man die Trägheit 
der Elektronen zum Teil als materielle, zum Teil als elektro- 
magnetische betrachtet. Sie verschwinden jedoch sofort, wenn 
man die Masse des negativen Elektrons als rein elektro- 
magnetische Masse betrachtet. Auf die Möglichkeit einer 
solchenj alle überlieferten Anschauungen umwälzenden Lösung 
wurde von verschiedenen Seiten hingewiesen, und es wurde 
bemerkt^ daß die Entscheidung der Frage von den Trägheits- 
erscbeinungen abhängt, weiche die Elektronen zeigen, wenn 
sie mit noch größeren Geschwindigkeiten als in den Kathoden- 
strahlen sich bewegen. In der Tat, die materielle Masse wäg- 
barer Teilchen muß, wenn anders die Axiome der gewöhn- 
lichen Mechanik richtig sind, eine Konstante sein; sie muß- 
unabhängig von der Geschwindigkeit sein, mit der die Bewegung 
erfolgt. Die elektromagnetische Masse hingegen, die von dem 

^ektromagnetischen Felde herrührt, wird vrie das Feld selbst. 
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von der Geschwindigkeit abhängen^ mit welcher das Elektron 
den Äther durchfliegt. 

Gerade als die Erörterong der Frage bis zu diesem Punkte 
gelangt war, lernte man in den /3-Strahlen des Radiums nega» 
tive Elektronen kennen ^ die noch rascher als die Eathoden- 
strahlteilchen sich bewegen. Es zeigte nämlich W. Eanfinann^, 
daß die Geschwindigkeit für verschiedene Teilchen eine yer- 
schiedene ist^ und daß das ^^Spektrum^' von der halben Licht- 
geschwindigkeit bis dicht an die Lichtgeschwindigkeit heran 
eich erstreckt. Auch stellten bereits die ersten Yersuche Kauf- 
manns es außer Zweifel^ daß die Trägheit dieser Teilchen mit 
wachsender Geschwindigkeit ansteigt. Hieran anknüpfend hat 
der Verfasser dieses Werkes es unternommen ^)y eine Dynamik 
des Elektrons auszuarbeiten, welche geeignet war^ die Versuche 
Kaufinanns auf rein elektromagnetischer Grundlage zu deuten. 
Die erhaltenen Ergebnisse wurden durch W. Eaufinanns weitere 
Untersuchungen bestätigt^ so daß bereits auf der Karlsbader 
Naturforscherversammlung (1902) ausgesprochen werden konnte: 
Die Masse des Elektrons ist rein elektromagneti- 
scher Art. 

In diesem Paragraphen sollen die Grandhypothesen dar- 
gelegt werden, auf denen diese Dynamik des Elektrons beruht. 

Zu diesen Grundhypothesen gehören selbstverständlich die 
in § 4 entwickelten allgemeinen Feldgleichungen der Elektronen- 
theorie (I bis IV) sowie der Lorentzsche Ansatz (V) für die 
elektromagnetische Kraft. Zu ihnen tritt die für die atomi- 
stische Theorie der Elektrizität fundamentale Vorstellung, daß 
die Gesamtladung e, die wir als elektrisches Elementarquantum 
bezeichnet haben (§ 1), über einen gewissen Bereich yerteilt 
ist. Diesen Bereich nebst seiner Ladung nennen wir das 
,;Elektron^^ Er kann als Ganzes im Räume bewegt, aber 
nicht geteilt werden. An der Elektrizität, die mit der Dichte q 
über das Volumen des Elektrons verteilt ist, greift nun die 
durch die Grundgleichung (V) definierte elektromagnetische 
Kraft an. Dieselbe setzt sich aus zwei Teilen zusammen, 
erstens der elektromagnetischen Kraft des fremden Feldes, die 
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rir J'^ ackreiben, und zweitens der Yom Elektron auf sieh 
selbst ausgeübten „inneren'^ elektromagnetisclieii Eritft. Eb ist 
für das Folgende bequem, diese letztere einfach % zu sehreiben. 
Daß man die „innere^* und die j^äußere*' Kraft trennen kann^ 
rührt von dem in der linearen Form der Feldgleichungen 
analytisch zum Ausdruck gebrachten Superpositionsprinzipe 
her; diesem Prinzipe zufolge überlagern sich die Felder 6, § 
tind €*, g'*, welche einerseits von dem betrachteten Elektron 
selbst^ andererseits von den übrigen Elektronen erregt werden. 
Durch diese Felder aber bestimmen sieh die auf die Einheit 
der Ladung berechneten inneren und äußeren elektromagne- 
Jtischen Kräfte folgendermaßen: * 

5 =e +^[t>§], 



5" = «"+7 [«"#"]• 



Da wir nun die Dynamik des Elektrons rein elektro- 
magnetisch zu begründen beabsichtigen, so dürfen wir andere 
als elektromagnetische Kräfte überhaupt nicht einführen. Wir 
postulieren Tielmehr; Ea soll die resultierende Kraft und 
das resultierende Kraftmoment der an den Volum- 
elementen des Elektrons angreifenden elektromagne- 
tischen Kräfte verschwinden: 



(VI) 



La) 






Diese zu den allgemeinen Grundgleichungen (I bis Y) der 
Elektronentheorie tretenden besonderen Grundgleichungen der 
Dynamik des Elektrons habe ich als die j^dynamischen 
Grundgleichungen'^ bezeichnet, Sie sagen ans^ daß die 
inneren und die äußeren elektromagnetischen Kjräffce sich an 
dem Elektron im Sinne der Mechanik starrer Körper das 
Gleichgewicht halten. Auf ihnen muß eine jede elekiaromagne- 
tisehe Begründung der Dynamik des Elektrons fußen. Sobald 
man zuläßt, daß neben den elektromagnetischen Kräften noch 

Al^rahtimf ThoDTii; der Elektrizität. H. g. Atiil, 9 
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andere vorhanden sind; die eine Translation oder Rotation 
hervorzurufen streben^ kann von einer elektromagnetiachen Be- 
gründung überhaupt keine Rede mehr sein. 

Wir müssen dem Elektron eine endliche Ausdehnung des- 
halb zuschreiben^ weil f&r eine Punktladung die Feldstaiicen 
des von der Ladung selbst erregten Feldes und daher auch 
die innere elektromagnetische Kraft am Orte der PunkÜBdimg 
selbst dem Betrage nach unendlich und der Richtung nach 
unbestimmt wird. Dieser Umstand verbietet uns^ in dm 
dynamischen Grundgleichungen zur Grenze der Punktladung 
überzugehen. In der Tat wird^ wie wir sehen werden, bei 
diesem Grenzübergang die elektromagnetische Energie sowohl 
wie die elektromagnetische Bewegimgsgroße unendlich. Schreiben 
wir nun dem Elektron eine zwar kleine, aber doch endliche 
Ausdehnung zu, so können wir nicht umhin, das Elektron als 
einer Rotation fähig zu betrachten. Ein Gegenstück des aus- 
dehnungslosen ^^materiellen Punktes^^ der analytischen Mechanik 
existiert in der elektromagnetischen Mechanik nicht. Die ein- 
fachste Annahme, die man über die Bewegungsfreiheit des 
Elektrons machen kann, ist die folgende: Das Elektron 
ist einer Translation und einer Rotation fähig. Die 
allgemeinste Bewegung des Elektrons wird dieser Annahme 
gemäß durch die „kinematische Grundgleichung'^ 

(VII) t» = t»o + [ttt] 

dargestellt, welche der in der Kinematik des starren Körpers - 
(Bd. I, § 9) gültigen Gleichung (Gl. 35, S. 27) vollkommen 
entspricht. Diese unsere kinematische Grundgleichung 
sagt aus, daß die Elektrizität an den Volumelementen 
des Elektrons haftet wie die wägbare Materie an den 
Volumelementen des starren Körpers. Es stellt in (VII) 
Hq die Geschwindigkeit eines im Innern des Elektrons ge- 
wählten Bezugspunktes dar, x den von ihm aus konstruierten 
Radiusvektor und u die Drehgeschwindigkeit des Elektrons um 
den Bezugspunkt. Den sechs durch die kinematische Grund- 
gleichung zugelassenen Freiheitsgraden stehen sechs ans den- 
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dynamiachen Grundgleichimgen fließende Beziehungen gegen- 
. über, ganÄ wie in der Mechonik starrer Körper. 
^^ Wenn wir die Kinematik des Elektrons der Kinematik 
^*dee starren Körpers nachbildenj erreichen wir für die Dynamik 
[ des Elektrons ähnliche Vorteile^ wie sie die analytische Mecha- 
nik durch Annahme starrer Verbindungen erzielt. Indem näm- 
lich die analytische Mechanik der Kinematik der Massensysteme 
solche BedingungBgleichnngen isugrunde legt, zu deren Aufrecht- 
erhaltung keine Arbeitsleistung (weder eine positive noch eine 
negative) erforderlieh ist^ braucht sie Kräfte ^ welche die ver- 
koppelten Massen aufeinander ausüben, nicht einzuführen, Sie 
kann diese Kräfte als Folge der angenommenen Bedingungs- 
gleichungen auffassen; es ist aber überflüssig, von diesen Kräften 
zu reden j da dieselben niemals Arbeit leisten, weder bei der 
wirklichen Bewegung noch bei viitueilen Bewegungen. Daher 
kann die analytische Mechanik bei der Behandlung starrer 
Massensysteme davon absehen^ eine innere ^^potentielle Energie" 
der Körper heranzuziehen. Aus den Bedingungsgleichimgen 
der bewegten Massen und ihrer kinetischen Energie ergeben 
sich ohne weiteres die Bewegungsgleichungen des System es. 
Dieser Grundgedanke der analytischen Mechanik Lagranges ist 
bekanntlich von Heinrich Hertz in seiner Darstelinng der 
Prinzipien der Mechanik am konsequentesten durchgeführt 
worden. H. Hertz wünscht den Begriff der potentiellen Energie 
ans den Grundlagen der Mechanik zu verbannen. Er postuliert 
die Zurückfühmug der potentiellen Energie auf die lebendige 
Kraft verborgener Systeme träger Massen; diese Massen sollen 
durch „starre** Verbindungen miteinander verkoppelt sein; alle 
Kräfte, auch anscheinende ^^Fernkräfte^^, sollen in Wirklichkeit 
durch Mechanismen verborgener Massen übertragen sein, welche 
auch die anscheinend getrennten materiellen Körper mit- 
einander verkoppeln. Nun sind jedoch die Verbindungen, welchen 
wir in der wirklichen Körperwelt begegnen, keineswegs „starr*'. 
Auch die festen Körper besitzen die Eigenschaft der Elasti- 
zitäty Reibung usf. Daher reichen für eine erschöpfende Dar- 
stellung der Bewegungsvorgänge die Ansätze der analytischen 
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Mechanik nicht aus; man muß vielmehr die thermischen Vor- 
gänge berücksichtigen^ welche die Bewegungen begleiten. 

Dieser Einsicht verschließt sich Hertz keinesw^^. Da er 
aber alle physikalischen Yor^nge^ auch die thermischen^ als 
Bewegungsvorgänge aufzufassen wünscht^ so kann er nicht 
umhin anzunehmen^ daß in der Welt der Atome die starren 
Verbindungen seiner Mechanik verwirklicht sind. In der Tat^ 
wäre die Bewegung der Atome mit Beibungs- und Fonn- 
änderungsarbeit verbunden^ so wäre es logisch unmöglich, die 
Wärme der Körper als eine Art von Bewegung au&ufassen. 
Will man das mechanische Weltbild in folgerichtiger Weise 
zeichnen und dabei die potentielle Energie aus den Grundlagen 
der Mechanik verbannen^ so muß man fordern, daß die kine- 
matischen Zusammenhänge der kleinsten Teilchen „starr^ im 
Sinne der Hertzschen Mechanik sind. 

Wir haben die Bedeutung dieses mechanischen Weltbildes 
far die Elektrodynamik im ersten Bande dieses Werkes (§ 70) 
erörtert, als wir die Maxwellsche Ableitung der Induktions- 
gesetze aus den Lagrangeschen Gleichungen vortrugen. Wir 
erwähnten dort bereits, daß diese Maxwellsche Analogie der 
Selbstinduktion zur Massenträgheit nicht unbedingt zugunsten 
des mechanischen Weltbildes gedeutet zu werden braucht, 
sondern daß man mit demselben Rechte umgekehrt versuchen 
kann, die Massenträgheit aus den Gesetzen der Elektrodynamik 
abzuleiten und so die Mechanik elektromagnetisch zu begreifen. 
Wir sind jetzt zu dem Punkte gekommen, wo das „elektro- 
magnetische Weltbild^^ auf seine Richtigkeit zu prüfen ist. Die 
elektromagnetische Masse des Elektrons ist nichts anderes als 
die Selbstinduktion des Eonvektionsstromes. Ist die Dynamik 
des Elektrons rein elektromagnetisch begründet und die Träg- 
heit der Elektronen auf ihre Selbstinduktion, d. h. auf die 
Rückwirkung ihres Feldes, zurückgeführt, so haben wir den 
Stützpunkt gewonnen, von dem aus wir die mechanische Natur- 
anschauung in ihren Grundlagen erschüttern können. Wir 
können dann wagen, die kinetische und die potentielle Energie 
der Mechanik und alle Energieformen überhaupt als magiie- 
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tische und ekktrisclie Energie zu deuten und so ein elektro- 
magnetisches Weltbild au die Stelle des mechanischen zu setzen. 
Obwohl wir eine Tendenis verfolgeuj welehe derjenigen der 
Hertzsehen Mechanik diametral entgegengesetzt ist, soll uns 
doch hinsichtlich der Folgerichtigkeit der Durchführung dieser 
Tendenz die Hertzeehe Mechtinik vorbildlich sein. Wollen wir 
an SteUe der kinetischen und der potentiellen Energie der 
Mechanik die elektromagnetische Energie setzen, so müsBen 
wir der Dynamik der elektrischen Atome kinematische Ver- 
bmdungen zugrunde legen, deren Anfrechterhaltung weder einen 
EnergieTerlust noch einen Energiegewinn mit sich bringt; 
sonst ist die gesamte elektromagnetische Energie des Feldes 
nicht konstant, und ea wird die Einführung einer nicht elektro- 
magnetischen Energieform doch wieder notwendig. D a s el e k t r o- 
magnetische Weltbild kann nicht umhin, der Kine- 
matik der Elektronen Bedingungsgleichungen zu- 
grunde zu legen, welche den ^starren*^ Verbindungen 
der Hertzschen Mechanik entsprechen. Nur auf solchen 
kinematischea Grundgleichungen fußend^ iet die Dynamik des 
Elektrons ohne logische Widersprüche elektromagnetisch zu 
begründen. Nur die Übereinstimmung der Ergebnieae einer 
so begründeten Dynamik des Elektrons mit dem Experimente 
kann zur weiteren Verfolgung des elektromagnetischen Welt- 
bildes ermutigen. Die einfachste aller in den Rahmen der 
analytischen Mechanik fallendeü Bedingungsgleichuugen war 
es, die wir als kinematische Grrundhypothese wählten. Auch 
über die Form des Elektrons werden wir meist die einfachste 
denkbare Annahme machen. Wir werden das Elektron 
als Kugel betrachten^ mit einer in kouzentriachen Schichten 
homogenen Verteilung der Ladung; insbesondere werden wir 
zwei Grenzfalle^ nämlich die homogene Volumladung und 
die homogene Flächen lad ungj bevorzugen. Beide führen 
hinsichtlich der elektromagnetischen Mtisse zu demselben, mit 
den Versuchen Kaufmanns üb erein stimmenden Ergebnisse. Erst 
damij wenn künftige Experimente mit diesen speziellen An- 
nahmen sich als unverträglich erweisen sollten, würde man zu 
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komplizierteren Annahmen über die Form und die LadnngB- 
Verteilung des Elektrons überzugehen geneigt sein. Man würde 
auch daran denken^ dem Elektron mehr als sechs Grade der 
Freiheit zu geben; aber stets wären die kinematischen Ver- 
bindungen so zu wählen; daß sie als ^^starre^ Verbindungen im 
Sinne der Hertzschen Mechanik zu bezeichnen wären. Vor- 
läufig allerdings erscheint der Übergang zu komplizierteren 
kinematischen Grundgleichungen unzweckmäßig. 

Halten wir an der kinematischen Grundgleichung (VH) 
fest, so brauchen wir von „Kräften", welche die Volmnelemente 
des Elektrons aufeinander ausüben, überhaupt nicht zu reden. 
Die einzigen „Kräfte", die in Frage kommen, sind die elektro- 
magnetischen Kräfte, welche durch die Vektoren % und %^ 
bestimmt sind; diese Vektoren sind nur Hilfsgrößen, die defi- 
niert sind durch die elektromagnetischen Grundvektoren tt, § 
und durch den Geschwindigkeitsvektor H. Die resultierenden 
Kräfte und Kraftmomente des äußeren und inneren Feldes 
allein sind es, die in die dynamischen Grundgleichungen (VI 
und Via) eingehen. Von „Kräften" aber, welche das Elektron 
zu deformieren bestrebt sind, spricht unsere Dynamik des 
Elektrons überhaupt nicht. Die kinematische Grundgleichung 
bedingt es, daß solche Kräfte niemals Arbeit leisten können; 
von unserem Standpunkte aus ist die Einführung solcher Kräfte 
überflüssig. 

Anders liegt hingegen die Sache, wenn man die kine- 
matische Grundgleichung (VH) fallen läßt und eine Form- 
änderung des Elektrons als möglich ansieht. Dann müssen 
nicht nur die resultierenden Kräfte und Kraftmomente am 
Elektron im ganzen sich das Gleichgewicht halten, sondern 
es muß an jedem Volumelemente des Elektrons Gleichgewicht 
bestehen, da ja eine am Volumelemente haftende „materielle" 
Masse nicht angenommen werden soll. Dann muß man schon 
für das ruhende Elektron annehmen, daß neben den elek- 
trischen noch innere elastische Kräfte wirken, welche es ver- 
hindern, daß die Volumelemente ihrer gegenseitigen Abstoßuiig 
Folge leisten. Diese Kräfte müssen ganz enorme sein; denn 
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die elektriechen Kräfte, welche an der Oberfläche des Elektrons 
angreifen^ übertreften^ weü die Abmesgungen des Elektrons so 
aufierordentiieh klein sindj die experimentell herstellbaren elek- 
trischen Kräfte um das Billionenfaehe. Bewegt sich nun das 
Elektron als Ganges tranalatoriBcb oder rotatorisch, so werden 
die elefctromagnetisclien Kräfte abgeändert werden und mit 
ihnen die elastischen, derart, daß an jedem Yolumelemente die 
elektrischen und die elaBtiaehen Kräfte sich das Gleichgewicht 
halten. Die Abänderung der elastischen Kräfte wird von einer 
Formänderung begleitet sein. Der Translationsbewegung und 
der Rotationsbewegung wird sieb demnach eine iiLnere Porm- 
änderungsbewegung überlagemj die ihrerseits das innere Feld 
beeinflußt- Man hat, präzis geaprochen, neben den Gleich- 
gewichtabedingungen für die Volumelemente noch die Feld- 
gleichlingen (I bis IV) zu erfüllen und hat zu zeigen, daß die 
hinsichtHcli der elastischen Kräfte gemachten Annahmen zu 
keinen Widersprüchen führen. Eine solche , nachgewiesener- 
maßen widerspruchsfreie Theorie eines deformierbaren Elektrons 
existiert bisher nicht* Sollte sie sich durchführen lassen und 
dem Experimente gegenüber sich gleichfalls bewähr en^ so wäre 
sie unserer Theorie gegenüber noch insofern im Nachteile^ als 
sie gezwungen wäre, außer der elektromagnetischen Energie 
noch eine innere potentielle Energie von der Art der inneren 
Energie elastischer Körper einzuführen , deren Abnahme die 
von den elastischen Kräften geleistete Arbeit kompensiert. Man 
würde dann die Trägheitskräfte verbannt ^ aber dafür die 
weniger gut Ter stand enen elastischen Kräfte aus der Mechanik 
übernommen haben. Man würde die kinetische Energie der 
Elektronen auf die elektromagnetische Feldenergie und eine 
innere potentielle Energie zurückgeführt haben. Die Überein- 
stimmung einer solchen Dynamik des Elektrons mit dem Ex- 
perimente wäre gewiß nicht als eine Bestätigung des elektro- 
magnetichen Weltbildes aufzufassen. 

Wir werden also in diesem Werke an der Hypothese des 
^tarxen" Elektrons festhalten; auf Grund dieser Hypothese 
rerden wir die Frage zur Entscheidung zu bringen suchen ^ 
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ob die Dynamik des Elektrons rein elektromagnetisch be- 
gründet und so die Eonvektionsstrahlong freier Elektronen als 
rein elektrischer Vorgang aufgefaßt werden kann. Ein weiterer 
Schritt auf dem Wege der elektromagnetischen Weltanschauung 
wäre die Deutung der Kräfte , welche die Materie auf die 
Elektronen ausübt^ z. B. der quasielastischen Kräfte (ygL § 9), 
auf rein elektromagnetischer Basis. Der letzte Schritt endlidb 
wäre die Auffassung der wägbaren Atome und Moleküle als 
Aggregate von Elektronen^ eine Auffassung, welche die Trag- 
heit der Materie ohne weiteres erklären würde , von der man 
aber auch fordern müßte , daß sie von den Molekularkräften 
und von den Gravitationskräften in befriedigender Weise 
Rechenschaft gäbe. Die Welt würde dann allein aus den 
positiven und negativen Elektronen und aus dem von ihnen 
im Baume erzeugten elektromagnetischen Felde bestehen^ und 
alle Naturvorgänge wären als Konvektionsstrahlung der Elek- 
tronen oder als von ihnen entsandte Wellenstrahlung zu be- 
trachten. Dieses elektromagnetische Weltbild ist bisher nur ein 
Programm; hoffen wir, daß die Arbeit der im Dienste dieses 
Programmes tätigen Forscher von weiteren Erfolgen gekrönt 
werden möge. 

§ 17. Die Bewegungsgleiohungen des Elektrons. 

Ist das „äußere Feld" gegeben und die jeweilige Lage, 
Geschwindigkeit und Drehgeschwindigkeit des Elektrons, so 
sind die resultierende äußere Kraft 

(90) 9t-^fdvQ%- ^fdvQ [e- + -^[li#«]}, 

und die resultierende äußere Drehkraft 

(90a) «'•=/rft;p[rn=Jrfvp[r,«- + i[tir]] 

gleichfalls bestimmt. Für das kugelförmige Elektron wird man 
als Momentenpunkt den Mittelpunkt desselben wählen^ und 
von diesem aus den Radiusvektor x konstruieren. In der kine- 
matischen Grundgleichung gibt dann H^ die Geschwindigkeit 
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ieses MittelpunkteSj u die DrehgeecliwiTidigkeit des Elektrons 
um seinen Mittelponkt an. 

Nimmt man die Ladungsverteilung im Elektron nicht ala 

allseitig symmetrisdi an^ so wird man als Momentenpnnkfc 
den durch die Gleichung 
(90b) fäv^t = 

definierten Punkt wählen , der dem „Massenmittelpunkte" der 
Mechanik entspricht, und der in diesem Falle sehlechtweg als 
j^ittelpunkt deB Elektrons'^ bezeichnet werden mag. 

Bei reiner Translationsbewegung (u = 0) ist die äußere Kraft 



1) ftj ^JdVQfB- + ^ [t^JdVQ^-] . 



Ist das äußere Feld innerhalb deB vom Elektron ein- 
genommenen Bereiches merklieh homogen^ so reduziert sich 
der Translatiouebestandteil der äußeren Kraft auf 



W 



(91a) 



«j = e((g» + ;[».,r]) 






Die experimentell herstellbaren konstanten elektrischen 
und magnetischen Felder sind stets als homogen anzusehen auf 
Strecken Ton der Größenordnung eines Elektrondurehmessersj 
die von ihnen ausgeübte Kraft wird daher stets mit genügender 
Annäherung durch (91a) angegeben. 

Die äußere Drehkraft ist bei reiner Translation 

(91b) «? =Jdvg[t(^n + \JdvQ [rtSo^^] ■ 

Dieser Ausdruck verschwindet für ein homogenes äußeres 

Feld, da hier sowohl 6'' wie [ö^^^^] vor das Integralzeichen 

zn ziehen sind^ gemäß (90b). Im homogenen Felde ist 

der Translationsbestandteil der äußeren Drehkraft 

leich Null 

Dreht sich indessen das Elektron um seinen Mittelpunkt, 
so kommt im magnetischen Felde der ßotationsbestandteil der 
äußeren Kraft hin^u: 



Rs=-;J'dre[[ttr],r], 
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welcher gemäß den Regeln (ß) und (d) in Bd. I, S. 452 za 
schreiben ist 

(91c) ft; = ^fdvQ [ - «(»#-) + t(tt#») } . 

Der Rotationsbestandteil der äußeren Kraft ver- 
schwindet gleichfalls im homogenen magnetischen 
Felde. 

Der Rotationsbestandteil der äußeren Drehkraft 
jedoch 

(91d) «; = ^fdvQ[ux]{t§') =. I [n,fdvQx(x§''j] 

ist auch im homogenen magnetischen Felde im all- 
gemeinen von Null verschieden. 

Bei um den Mittelpunkt symmetrischer Verteilung der 
Elektrizität ist er dem äußeren Produkte aus der Dreh- 
geschwindigkeit u und der Feldstärke ^" proportional: 

(91e) «S = g[tt#^. 

Der Koeffizient | findet sich nach einer einfachen Rechnung 
I = -g— für Volumladung, 

I = -g— für Flächenladung, 



(91f) 



wenn a der Radius des kugelförmigen Elektrons ist. 

Führen wir die nunmehr als bekannt anzusehenden Vektoren 
ft* und 9t^ in die dynamischen Gnmdgleichungen (VI, Via) ein, 
so lauten diese: 

(92) St-+fdvQ^^O, 

(92a) «« +fdvQ[x%] = 0. 

Es handelt sich nun darum, den Vektor §^, d. h. die 
elektromagnetische Kraft des vom Elektron selbst erregten 
Feldes, zu ermitteln. 

Wir haben bereits im ersten Kapitel (§ 8) in allgemeinster 
Weise die Fortpflanzung einer elektromagnetischen Störung be- 



fit 
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idelt. Wir haben gesehen^ daß das Feld^ welches zur Zeit ^ 
in irgendeiiiein Aa^iinkte herrscht^ sich zusammensetzt aus 
Beitragen, welche eine mit Lichtgeschwindigkeit sich kontra- 
hierende Kugel dem Aufpunkte zuführt. Und zwar hängen 
die elektrOTuagnetiachen Potentiale von der elektrischen Dichte 
■und Ton der Dichte des KonYektionsstromes ab, welche die 
Kugel antrifft; die Feldstärken werden mithin Ton der Dichte, 
Geschwindigkeit und Beschleunigung der Elektrizität abhängen, 
über welche die Kugel hinw egge strichen ist* Das vom Elektron 
erregte Feld wird sich demnach durch ein Zeitintegral über 
die Latenszeit r oder den Latensweg k darstellen lassen. Auf 
diese allgemeine Darstellung des Feldes kommen wir weiter 
unten (§ 24) zurück 

In die Ausdrücke der inneren Ki^ft und Drehkraft gehen 
nun die Feldstärken ein^ welche in dem gerade vom Elektron 
eingenommenen Bereiche herrschen, und die vom Elektron 
selbst eiTcgt sind. Um sie direkt zu bestimmen, müßte man 
für jeden Punkt des Elektrons das Feld ermitteln und sodann 
die elektromagnetischen Kräfte, welche auf die einzelnen Volum- 
demente wirken, nach den Regeln der Mechanik starrer Körper 
zusammensetzen. Hat sich uun das Elektron vorher mit Unter- 
lichtgeschwindigkeit bewegt, so wird für jeden zur Zeit t in 
sein Inneres fallenden Aufpunkt das Feld abhängen von der 
Bewegung, welche das Elektron in einem endlichen, der Zeit i 
vorangegangenen Zeitintervalle ausgeführt hat, nämlich in dem 
ZeitinterraUe, während dessen die mit Lichtgeschwindigkeit 
sich kontrahierende Kugel über das Elektron hinweggestrichen 
ist. Auch bei Bewegung mit Überlichtgeschwindigkeit wird 
das gleiche gelten; die Abweichung liegt darin, daß hier das 
Elektron von außen in die sich kontrahierende Kugel hinein- 
tritt. Nur wenn die Geschwindigkeit des Elektrons der Licht- 
geschwindigkeit gleich ist oder um diese oszilliert , liegt ein 
Ausnahmefall vor. Im allgemeinen wird die elektromagnetische 
Kraft im Innern des Elektrons abhängen von der Geschwindig- 
keit und Beschleunigung, die das Elektron in einem endlichen, 
forangegangenen Zeitintervalle erfahren hat. Das gleiche wird 
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von der resultierenden inneren Kraft und Drehkraft gelten. 
Wir kommen hierauf weiter unten (§ 26) zurück. 

Aus diesen allgemeinen Überlegungen gewinnen wir eine 
Einsicht in den Sinn unserer dynamischen Grundgleichungen. 
Wir erkennen^ daß diese Gleichungen im Grunde etwas ganz 
anderes aussagen^ als die Prinzipien der gewöhnlichen Mechanik. 
Während die Mechanik starrer materieller Körper die zeitliche 
Änderung der jeweiligen Geschwindigkeit und Drehgeschwindig- 
keit durch die äußere Kraft und Drehkraft bestimmt, wenn 
die Gestalt und die Massenverteilung des Körpers gegeben ist, 
ist die Aussage der Grundgleichungen der Dynamik des 
Elektrons eine weit verwickeitere. Dieselben sind, streng ge- 
nommen, Integralgleichungen, welche die Lage sowie die Ge- 
schwindigkeit und Beschleunigung der Translation und Rota- 
tion, die in einem ganzen Zeitintervalle herrschen, zneinander 
in eine äußerst verwickelte Beziehung setzen. Man darf daher 
nicht hoffen, Bewegungsgleichungen zu erhalten, welche gleich- 
zeitig in Strenge gültig sind, und ähnlich wie die Bewegungs- 
gleichungen des starren Körpers die Beschleunigung der Trans- 
lation und Rotation allein durch die jeweils herrschenden 
äußeren Kräfte bestimmen. Nur indem man spezielle FäUe 
herausgreift und sie passend idealisiert, kann man erwarten, 
zu übersichtlichen, für die Darstellung der beobachtbaren Be- 
wegungen geeigneten Ergebnissen zu gelangen. 

Dieses war das Ziel, welches ich bei meinen Unter- 
suchungen über die Dynamik des Elektrons verfolgt habe. Ich 
habe nachgewiesen, daß die in den Kathodenstrahlen und den 
Becquerelstrahlen stattfindenden Elektronenbewegungen so wenig 
beschleunigt sind, daß sie als „quasistationär*' gelten können, 
d. h. daß das Feld des Elektrons merklich dem bei gleich- 
förmiger Bewegung mitgeführten Feld entspricht (vgl. § 23). 
Für solche quasistationäre Translationsbewegungen bin ich zu 
Bewegungsgleichungen gelangt, welche von den in der Mecha- 
nik geltenden nicht so sehr verschieden sind. Hier läßt sich 
das Verhalten des Elektrons auch bei Geschwind^keiten, die 
von der Ordnung der Lichtgeschwindigkeit, aber immerhin 



§ 17. Drittes Kapitel. Die Mechanik der Elektronen. 141 

kleiner als diese selbst sind, durch eine von der jeweiligen Ge- 
schwindigkeit abhängige ^^elektromagnetische Masse^^ 
charakterisieren. Dabei ist jedoch eine andere träge Masse in 
Rechnung zu setzen, wenn es sich um Beschleunigung parallel 
der Bewegungsrichtung oder senkrecht zu ihr handelt. Beide 
Massen, die „longitudinale" sowohl als auch die „trans- 
versale'', lassen sich mit Hilfe des elektromagnetischen Im- 
pulses (§ 5) in übersichtlicher Weise darstellen. In ent- 
sprechender Weise läßt sich aus dem elektromagnetischen 
Impulsmomente für quasistationäre Drehbewegungen ein 
„elektromagnetisches Trägheitsmoment" ableiten. 

Wir gewinnen die Grundlage für die Theorie der quasi- 
stationären Bewegungen des Elektrons, indem wir die elektro- 
magnetische Bewegungsgröße des vom Elektron erregten Feldes 
einführen. Deren Dichte ist nach Gleichung (18): 

(93) fl = |.@ = ii-,[W 

Der gesamte Impuls des Feldes beträgt 
(93 a) (B^fdvi, 

und der Drehimpuls 
(93b) ^ =fdv[tfi]. 

Die Umformungen, die zu den Ausdrücken (21) und (26 a) 
für die resultierende Kraft und die resultierende Drehki*aft 
eines beliebigen elektromagnetischen Feldes führten, gelten 
natürlich auch für das Feld eines einzekien Elektrons; denn 
dieses Feld erfüllt eben die Grundgleichungen (I bis IV), auf 
denen jene Umformungen beruhten. Wir erhalten demnach 
als resultierende innere Kraft 



dt • 



(93c) St = fdvQ^ 

Bei der Berechnung des resultierenden Momentes des vom 
Elektron erregten Feldes ist zu beachten, daß als Momenten- 
punkt nicht wie in § 5 ein im Räume fester Punkt, sondern 
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der mit der Geschwindigkeit H^ bewegte Mittelpunkt des Elek- 
trons gewählt wurde. Auf diesen Momentenpunkt soll auch 
das elektromagnetische Impulsmoment 9 bezogen werden. Wir 
können, da das Integral in (93 b) über den ganzen Raum zu 
erstrecken ist, unter t den Badiusvektor yerstehen, der vom 
Mittelpunkt des Elektrons aus nach einem im Baume festen 
Punkte gezogen ist; dann gilt: 

dt ^ " ^0. 
Hieraus folgt als zeitliche Änderung des Impulsmomentes 

Das zweite Glied der rechten Seite war es, auf welches 
sich die Umformungen des § 5 bezogen, die zu den Gleichungen 
(26) und (26a) führten; denn dieses Glied stellt die zeitliche 
Änderung des auf einen im Baume festen Momentenpunkt be- 
zogenen Impulsmomentes dar. 

Wir haben daher hier zu schreiben 



«— /..[.f.]. 



Zwischen dem auf den bewegten Mittelpunkt des 
Elektrons bezogenen elektromagnetischen Impuls- 
momente ^ und dem resultierenden Momente der 
inneren elektromagnetischen Kräfte besteht demnach 
die Beziehung 

(93cl) 9t=fdvQ[t%] [«»0®]-^. 

Führen wir die Ausdrücke (93 c, d) in die dynamischen 
Grundgleichungen (92, 92 a) ein, so nehmen diese die Form an 

(94) 'i = ft", 

(94a) ^ + [»'0®] = «'. 

Diese Form der dynamischen Grundgleichungen entspricht 
durchaus den Bewegungsgleichungen eines starren Körpers, 
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wenn Kraft and Impulsmoment auf einen mit der Geschwindig- 
keit bo bewegten Momentanpunkt bezogen sind. Sie sind in 
der Tat formal identisch mit den Bewegungsgleichungen (46) 
und (48) des starren Körpers^ die wir im ersten Bande (§ 12) 
kennen lernten. Sie beruhen ja auf den Impulsaätzenj die für 
die BewegimgBgröße des elektrom^netischen Feldes ebenso 
geltenj wie frir die an den wägbaren Körpern haftende Be- 
wegungsgröße. Freilich läßt sich für die wägbaren Köi7)er 
ohne weiteres der Impols als Funktion der Geschwindigkeit 
nnd der Drehimpuls als Funktion der Drehgeechwindigkeit an- 
geben. In der Dynamik des Elektrons hingegen gewinnt man 
die Beziehungen, welche den Impuls nnd dae Impulsmoment 
mit der Geschwindigkeit und der Drehgeschwindigkeit ver- 
knüpfen, erst durch Integration der Feldgleichungen; erst nach- 
dem das Feld der betreffenden Bewegung ermittelt ist, lassen 
sich die durch (9S^ 93 a, b) definierten Integrale über den 
ganzen Raum auswerten, wodurch dann die Bewegnngsglei- 
chimgen eine explizitej zur Bestimmung des Verlaufes der Be- 
wegung geeignete Form annehmen. 

Neben den Impulsgleichnngen ist die Energiegleichung 
är die Dynamik des Elektrons ron Bedeatniig. Wir hatten 
dieselbe bereits in § 4 in allgemeiner Weise ans den Grund- 
gleiehungen der Elektronentheorie hergeleitet. W^ die ge- 
samte Energie des vom Elektron erregten Felde s^ ist stets 
eine endliche^ wenn wir bei der Verfolgung der Bewegung 
Ton einem anfangs ruhenden Elektron ausgehen und immer 
nar endliche äußere Kräfte auf das Elektron wirken lassen, 
Sie berechnet sich in diesem Faüe ans den Feldstärken des 
Tom Elektron erregten Feldes durch die Integration über den 
nn endlichen Baum: 
(95) W-ßl[i&^ + ^^], 

Infolge der über den Anfangszustand gemachten Annahme 
können wir in der Energie gleichung, ebenso wie wir es bereits 
in § 5 in den Impulsgleichnngen taten, die Oberflächeninte- 
grale streichen. Rücken wir nämlich die Begrenzungsfläche 



ftfil 



l eittseltier El^kizonan, 






EbenflO kamiy sadi (Sla^e^ Ar die ftnsgestrahlte Be- 
wegHQgflgräSe gneliiieben wenlcsi: 

Diese Tom Verfasser*)^) und imabbangig von 0. Heaviside**) 
gefundenen Formeln bestimmen die Energie und den ImpiilB, 

die von einem beliebig bewegten Elektron ausgeatrablt werden, 
in allen denjenigen Eallen^ in denen es als Punktladung W 
tracbtet werden darf, ^M 

Bezüglich ikrer mecbamechen Rückwirkung anf die b^^ 
wegte Lichtquelle kann die Strahlung durch die Kraft ersetzt_ 
werden 



(83a) 



St^ 



2 e 



MI + 



welche im Mittel dieselbe Abnahme der Bewegungsgröße 
Lichtquelle bedingt. Auf den Widerspruch gegen das erste 
Axiom der Newtoaschen Mechanik, der hier hervortritt, kommen 
wir Ulli Schluäse dieses Buches s^urück. 

Nuch der in § 3 erwähnten Hypothese sind die Böntgen- 
strahli^n nichts anderes als die WelleuBtrahlmig, welche beim 
Ai»ftrt>fl\Mi dt>r Kuthodenstrablen auf die Antikathode entsteht 
Int; \h\^ Kloktruu bei seiner Hemmung oder Eeflexion an der 
Antik ihthudt' immerhin so wenig beschleunigt, daß die Be- 
diu^\ui^ {%VM\) curftllU ist^ so kum die Energie der eotsandUtn 
H^Vtitgt^uülmblt^n hais unserer Formel (82) berechnet werden. 
KttU« Ai^ IVutiuid itttrifity die toq Haga und Wind*^ sawit 
v%u\ S^Miui^4^M4^> d^n im § 3 erwihnten Bei^tiiigsTersacheii 
U mi W ll irw(4w iil^ M 4ib imf/akämtitm der Röntgenstrahlen 
tM Am (Wdli^lhtr )0-«<nL ffimM^ vtide der Bereich, 
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letzteren sich ergebeiiden Werte der äußeren Kraft und Dreh- 
kraft in die erstere einführen, so erhalten wir 

Diese aus der Energiegleichung und den Impuls- 
gleichungeu abgeleitete Beziehung ist von großer 
Wichtigkeit für die Dynamik des starren Elektrons; 
denn sie verknüpft in einer allgeuieinen, von den 
Werten der äußeren Kräfte unabhängigen Weise den 
Impuls, den Drehimpuls und die Energie des Elek* 
trons. 

Wir wollen, ehe wii' zur Behandlung Bpezieller Bewegungen 
übergehen^ noch eine andere, allgemeine Beziehung ableiten, 
welche aici. gleichfalls weiterhin als wertvoll erweisen wird. 
Dieselbe bezieht sich auf die DifiFerenz der magnetischen 
Energie T und der elektrischen Energie U des Feldes. Diese 
Differenz soU die ^^Lag ränge sehe Funktion*' genannt werden; 
(98) L~T-U. 

Wir woEen bei der Berechnung der beiden Energiearten 
Ite Eelationeu (28) und (29) heranziehen^ welche die elektro- 
magnetischen Vektoren durch die elektromagneüachen Potentiale 
ausdrücken. Dann wird 



t'-/':«'— Jr:(«.^"»+ 



c €i 



Die erhalteneu Ausdrücke sollen durch partielle Integra- 
tion umgeformt werden, wobei die über die Begreuzungsfläcbe 
erstreckten Integrale ein für allemal gestrichen werden soUen. 
Es liegt diesem Verfahren immer die stillschweigende Voraus- 
setzung zugrunde^ daß die Grenzfläche nicht von der Störung 
erreicht worden ist; auf dieser Fläche herrscht dann noch der 
elektrostatische Anfangszustand, der zu einer friüiei-en Zeit 
einmal im ganzen Eaume geherrscht bat; dieses elektrostatische 
Feld liefert keine Beiträge zu den Obertiächenmtegralen, 
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Aus Kegel (v) der FormelzuBammenBtellung in Bd. 
S. 453 folgt ^ 

imd, nach Emführung der FeldgleictuBg (I), 

(98c) T='Jävm+f^^{%'-^y 

AndererseitB ergibt die Regel (t) in Bd. I, S, 453 

woraus auf Grund des Gaußschen Satzes (Regel &) folgt 

I dvi&V0 ^ — i rft? * diy S ^ — 43r / dvQ 0^ 
Demgemäß wird die elektrische Energie 

Wir wollen, zur Äbkürzungj den Skalar 
(99) W=^-\{^V) 

einfllhren und das über das Voltunen der Elektronen erstreck 
Integral 

(99a) ^^\ fdvQW 

die jjKräftefnnktiou'^ nermen* Nach Gleichung (10) könn©^ 
wir auch schreiben: 

(99 b) F = ^^fdv ^0- \Jdv (f «) . 

Ei folgt daher durch Subtraktion von (98 c, d) 

(100) ^--y+ißlm- 

Diese wichtige Beziehung zwischen der Lagraogi 
scheu Punktion und der Kräftefnnktion gilt für ei 
beliebiges elektromagnetisches Feld. 
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^jl 18. Drittes KapiteL Die Mechanik der Elektronen, 

r § IB. GleloMönnige Translation elektrisclier Ladungen. 

^P Wir wollen diö Entwickelimgen dieses Paragraphen etwas 
" allgemeiner halten ^ als es für die Theorie des translatorisch 
bewegten Elektrons unbedingt erforderlich wäre. Wir wollen 
uns ein beliebiges System elektrischer Ladungen in gleich- 
förmiger translatorischer Bewegung begriffen denken. Das 
System soll bereits seit bo langer Zeit in dieser Bewegung 
begriffen sein^ daß in allen betrachteten Aufpunkten die frühere, 
der gleichförmigen Bewegung Yor angegangene Bewegung ohne 
Einflufi geworden ist; die Bedingungen, unter denen dieses 
der Fall ist, lassen sich auf Grund der allgemeinen Sätze über 
die Fortpflanzung der elektromagnetisohen Störungen (§ 8) 
ohne Schwierigkeit angeben. Diese Sätze führen ebenso wie 
in dem speziellen Falle der Punktladung (| 12) auch in dem 
jetzt vorliegenden altgemeinen Falle zur Lösung der gestellten 
Aufgabe; es wäre nicht schwer^ die Bestimmung der elektro- 
magnetischen Potentiale auf Grund der Formeln (50) und (50a) 
durchzufuhren. Man sieht ohne weiteres ein, daß das gleich- 
förmig bewegte System elektrischer Ladungen sein Feld einfarnh 
mitführt. In der Tat, denken wir uns ein mit den Ladungen 
gleichförmig mitbewegtes Bezugssystem und in diesem einen 
festen Punkt P^, so werden die Werte der elektromagnetischen 
Potentiale und Ä in einem solchen Punkte von der Zeit 
unabhängig sein; denn welche Zeit i man auch wählt, die 
Bewegung, nach rückwärts verfolgt, ist stets die gleiche, und 
die auf den betreffenden, zur Zeit t mit jp koinzidierenden 
Au^unkt hin sich kontrahierende Kugel führt stets die gleichen 
Beiträge mit. Es ist demnach das elektromagnetische 
Feld des gleichförmig bewegten Systemes elektrischer 
Ladungen stationär, wenn es von einem mitbewegten 
Bezugssysteme aus beurteilt wird. Freilich gilt das nur 
für solche Auf punkte, welche nicht von denjenigen elektro- 
magnetischen Wellen bedeckt werden, die vor Eintritt des 
stationären Beweguugs zu Standes entsandt wurden. Je größer 
die Zeit ist, welche seit dem Beginn der gleichförmigen Be- 

10* 
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Ahfrhattt. Ftid mui Bftv^giiBg^ 



hier ElektroDeu. 




wegitfi^ Terstrkheo. ss^ ie^kk weiter wird die WeHenzoue 
von den bewegt^Ji T ■iftiii|Tii entfernt baben^ wofem nicht 
4mm Gi^citwmd^keit ge^adie der Liditgesobwindigkeit gleich 
ist Diesen Fall ^liließ^n wir aas; wir betrachten hier aus- 
seUiefilieh Bewegongsa mit Cnterliefatgeschwindigkeit. Hier 
wird die mit Liefai gwd iwäJ^^mt forteilende Wellen^on^ dM 
stationire Feld eitiädUie&^i; lassen wir die Zeit^ die seit 
Bflgtmi der ^eiASömmf/mt Bswigimg Teräossen ist, beliehig 
wadifiem^ so dAut siA dni ststioittre Feld mehr und mehr 
sua; aeme Feldstärken neimien mit dem Quadrate der Eat- 
feüBang YOii den beir^gten Ladungen ab. Seine Energie und 
Bew^tEBgBgfdfle köns^i d&ber Ton einer gewissen Zeit an den 
(im Falle der ünterüehtgeschwindigkeit endlichen) Werten der 
Energie und Bewegungsgroße gleichgesetzt werden, welche 
äieh ergeben, wejin man das statioBare Feld als im ganzen 
Räume herrschend annimmt Die so berechneten Werte sind 
allerdingB Dicht mit der geeinten Energie und Bewegung^ 
große des Feldes identisch; nm diese zu erhalten^ müßten wir 
noch die Enei^e und Bewegungsgröße der Wellenzone hinzu- 
fugen. 

Bei der Berechnung der elektromagnetischen Potentiaie 
des stationären Feldes werden wir nicht die Foi'meln (50) und 
(50a) als Äuigangspunkt wählen* es ist hier bequem er^ auf 
Differentialgleichungen (30 a, b) zurückzugehen, die sich 
erheblich Yereinfacben* Da nämlich die elektromagnetischen 
Potentiale stationär sind in bezug auf ein mit der Geschwin- 
digkeit H bewegtes System, so ist noch Bd. I, GL 116, S. 116: 

Legeu wir die a^;- Achse der Bewegungsrichtung ps 
Qofl gatssen 
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et ~ ^'^d£' dt ~ ^ ^a: ' 

ad ee nehmen die Differentialgleich ungen (30 a, b) der elek- 
magnetisehen Potentiale die Form an: 






— ijrpjS, 



I\ Die zur Bewegungsriclitimg senkrechten Xomponenten dea 
elektromagnetischen Vektorpotential es sind nach (50 a) gleich 
füll, weil 

rar; da aher 

ist, so wird im Einklang mit (101, 101a): 
tlOlb) «,= /S<^, «,= «,= 0. 

Hieraus ergeben sich für die Komponenten der Feldstärken 
Beziehongen, die den in § 12 (Gl. 67 b, e) für eine gleichfor- 
lig bewegte Pnnktladnng abgeleiteten vollkommen entsprechen. 
5a wird 

-a-«f|. 

30 _^ 



[101 c) 

(101 d) 
(101 e) 



e. 



8» „g«x 
3a; "•" P ga; 






(101 f) 






'if dz 



Auch folgt für den Vektor %j welcher die elektromagne- 
sehe Kraft anf die mitbewegte Einheit der Ladung bestimmt^ 
die der Gleichnng TGS) entsprechende Beziehung 



(102) 



yjp-^ g»'=(l — /5*)a>, 
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Dabei ist W, das ^Konyektionspotential^, identisch 
mit dem allgemein in Gleiclmng (99) des rorigen Paragraphen 
definierten Skalar. In dem vorliegenden Falle der gleich- 
fSrmigen Bewegung hat er der partiellen Differentia%leichiuig 
zu genügen: 

(102a) X« ^^, + lip+ -di^ - - **<^*^' 

wobei abkürzungsweise gesetzt ist 

(102 b) • x-yi-/J«. 

Da /3 < 1 angenommen wird^ so ist x eine reelle positive 
Zahlgröße. 

Die einfachste, einer gleichförmig bewegten PonkÜadmig 
entsprechende Lösung der Differentialgleichung (102 a) haben 
wir bereits in § 12 kennen gelernt. 

Für die der Bewegungsrichtung parallele Komponente des 
Vektors 

welcher nach Gleichung (18) die Dichte der elektromagnetischen 
Bewegungsgröße bestimmt, erhalten wir aus (101 f) 

Dabei ist nach (101 e) die magnetische Energiedichte gleich 

Integrieren wir über das ganze Feld, so erhalten wir 

(103) 2T-|li|®,= (li®). 

Die doppelte magnetische Energie des gleich- 
förmig bewegten Systemes elektrischer Ladungen ist 
gleich dem skalaren Produkte aus der Geschwindig- 
keit und der elektromagnetischen Bewegungsgröße. 

Die durch Gleichung (99a) definierte „Kräftefunktion" 
der bewegten Ladungen 

(104) F^yj"^^^^ 
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ist Ton großer Wichtigkeit für die Theorie der konyaktiT be- 
wegten Elektrizität. Es spielt ja das Konvektionepotential W 
hier dieselbe Rollej welche das elektrostatische Potential qp in 
der Theorie der ruhenden Elektrizität spielt. Wie der negative 
Gradient von (p die Kraft angibt, die auf die ruhende Einheit 
der Ladung wirkt, so wird in unserem gleichförmig bewegten 
Systeme die Kraft auf die mitbewegte Einheit der Ladung 
durch den negativen Gradienten von ^ angezeigt (GL 102). 
Wie die Abnahme der elektrostatischen Energie 



(104a) 



ü^ 



die Arbeit angibt, die bei einer Konfigurationsänderung ruhen- 
der Ladungen gewonnen vrird, so wird die Abnahme der Eräfte- 
funktion V die Arbeit angeben, die bei einer Änderung der 
Konfiguration in unserem gleichförmig bewegten Systeme elek- 
trischer Ladungen zn gewinnen ist. Diese Konügurations- 
änderung ist selbstverständlich unendlich langsam vorgenommen 
zn denken^ so daß unser System in jedem Momente als ein mit 
der Geschwindigkeit ti gleichförmig bewegtes gelten kann- Die 
für unser stationäres Feld aus (100) und (98) folgende Beziehung 
C104b) r=-L=U-T 

gestattet folgende Deutung: Zuder elektrischen Energie ü 
des LadnngBsystemes tritt daB elektrodynamische 
Potential— T der Konvektionsströme, welches ebenso 
wie bei geschlossenen Leitungsströmen (Bd, I, § 70) 
der negativen magnetischen Energie gleich ist Die 
so erhaltene Kräftefnnktion gibt die Arbeit an, 
welche bei einer Konfigurationsänderung der be- 
wegten Ladungen gewonnen wird. 
Es folgt übrigens aus (lOle, f) 

Hieraus ergibt sich fiir die Kräfteftmktion der Ana druck 
dvi 



(104c) 



■--^-f'd\ 



'+K'H 



«/))• 



152 Erster Abschnitt Feld und Bewegung emzelner Elektronen. $ 18. 

Für die wirkliche Berechnung eignet sich allerdings besser 
die Formel (104), welche die Eraftefiinktion durch ein über 
die elektrischen Ladungen erstrecktes Integral darstellt; dieses 
Integral laßt sich auswerten, sobald das Konvektionspotential W 
bekannt ist. Wir gehen jetzt dazu über, durch Integration der 
partiellen Differentialgleichung (102 a) das KonTektionspotentisl 
zu bestimmen. 

Man sieht sofort ein, daß diese Differentialgleichung in 
die Poissonsche Gleichung übergeht, wenn man durch die Sub- 
stitution 
(105) x^XqX, y-=yo? ^ — ^o 

neue unabhängige Variable einführt. Wir woUen gleichzeitig 

setzen 

(105a) 9-^. 

Dann ist die Differentialgleichung des Konvektionspoten- 
tiales zu schreiben 
(105b) Vo*!P 47t Q^x. 

Wir wollen unser gleichförmig bewegtes System £ ver- 
gleichen mit einem ruhenden Systeme 2^ von elektrischen 
Ladungen. Es sollen Xq, y^y z^y Qq Raumkoordinaten und elek- 
trische Dichte in 2Jq sein, d. h. es soll 2^ aus JS durch eine 
Dilatation parallel der Bewegungsrichtung hervorgehen, durch 
welche alle der a?-Achse parallelen Strecken im YerhaltniB 

verengert werden; die Dichte der Elektrizii»t soll gemaB (105a) 
im Verhältnis x bei dieser Dehnung verkleinert werden, so 
daß entsprechende Volumelemente in S und 12^ dieselbe 
Ladung enthalten. Das elekti'ostatische Potential (p^ ia 2]^ 
wird der Poissonschen Gleichung zu genügen haben 

(105c) VoVo ^^Qoy 

welche durch 



(105d) ^^.f^^f^ 
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aUgemein integriert wird. Vergleichen wir mm (lOob) und 
(105 c) und bemerken^ daß die Ladungen entsprechender Volum- 
elemente in 2^ und Z" die gleichen sind, so erhalten wir 







r,=y{x, ~ lo)' + {y, - iZo)' + K - £0)' 



'}/^^+(l/-^)*+(*'-ö« 



die Entfernung der Punkte (x^y^^B^ und (lo%So) ^^^} welche 
in dem mheuden Systeme Z^ dem Aufpnnkte {xyB) und dem 
Quellpnnkte (!'»?£) dee bewegten System es E entsprechen, 
I Hierdurch ist allgemein die Bestimmung des Kon- 
I Tektiongpoteutiales in E zurückgeführt auf die Be- 
^Btimmung des elektrostatischen Potentiales in E^. 
^^ Das Konvektionspoteutial einer im Koordinatenanfange 
bafindlicheii Funktladung e wird hiernach 



Hl06b) 



W- 



y^*4-K'(K'+o' 



was vollkommen mit den Gleichungen (68) und (67 a) des § 12 
übereinstimmt. In Entfernungen von dem bewegten Ladnngs- 
sjsteme, in welchen dasselbe wie eine Punktladung wirkt^ ist 
die Formel (106b} fiir das Konvektionspoteutial zu verwenden; 
hier sind die Flächen konstanten Konv^ektionspotentiales in E 
Heaviside-EUipsoidCj welche aus den kugelförmigen Äqui- 
potentialflächen einer ruhenden Punktladung in E^ durch die 
Transformation (105) entstehen. 

Vergleichen wir die Komponenten der elektrostatischen 
raft 

%'■ V(j^p in 2; 

_mit denen der elektromagnetischen Kraft 
5 = — VF in 2:, 
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fio erhalten wir gemäß (105) und (106) 



(106c) 



^9 cy dy^ ^9f 



Es wirken demnach auf zwei einander ent- 
sprechenden Ladungen des bewegten Systemes JS und 
des ruhenden Systemes 2^ Kräfte, die bezüglich 
der Komponenten parallel der Bewegungsrichtung 
einander gleich sind, während die zur Bewegungs- 
richtung senkrechten Komponenten in 2 im Ver- 
hältnis X =» yi — /J* kleiner sind als in ZJ,. 

Hat man für ein ruhendes System Z^ das elektrostatische 
Problem gelöst, d. h. die Gleichgewichtsverteilung der Elek- 
trizität auf einem Leitersystem ermittelt, so kann sofort aus 
dieser Losung die Gleichgewichtsverteilung der Elektriziföt 
in dem gleichförmig bewegten Systeme 2J ang^eben werden, 
welches aus 2Jq durch eine Kontraktion parallel der Bewegungs- 
richtung im Verhältnis x entsteht. Im Lmem der Leiter in U^ 
ist das elektrostatische Potential konstant, die Feldstärke 9t^ 
gleich Null; dementsprechend ist in 27 auf den Leitern das Kon- 
yektionspotential konstant und die elektromagnetische Kraft % 
gleich Null. Wie die Gleichgewichtsverteilung in S^, dem 
Satze von W.Thomson gemäß (vgl.I,§50), durch ein Minimum 
der elektrostatischen Energie Uq ausgezeichnet ist, so 
besitzt die Verteilung der Elektrizität auf den Leitern 
des bewegten Systemes 27 die Eigenschaft, die Kräfte- 
funktion 

(lOBd) V^\JdvQW^\Jdv,Q,x^^^xU^ 

zu einem Minimum zu machen. 

Wir denken uns in 2*0 die Ladung e mit gleichförmiger 
räumlicher Dichte verteilt über eine von zwei konzentrischen. 



J18. 
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äbnlicben und ähnlich liegenden Ellipsoiden begrenzte Schicht, 
Das elektroetatische Potential nimmt in dem Grenzfalle einer 
sehr dünnen Schicht im Innern des Eilipsoidea den konstanten 
Wert an*): 



(107) 



% 



I 



1 i'ds 



WO abkÜTZungswei&e 

(107 a) i) - y(ao*-h s) (V +«)(£?,*+ s) 

gesetzt ist. Die entsprechende^ im Grenzfalle flächenhafte Ver- 
teilung der Elektrizität ist, eben weil sie im Innern des 
Ellipsoides ein konstantes elektrostatisches Potential ergibt, 
diejenige, welche sich anf einem leitenden ruhenden Ellipaoide 
I Ton den Halbachsen ^q , \ , % wirklich herstellt. 

Durch gleichförmige Kontraktion im Verhältnis x parallel 
irgendeiner Geraden entsteht nim aus diesem Ellipaoide wiederum 
ein BUipeoid Ton den Halbachsen a^ 6, c. Wird dieses parallel 
jener Geraden gleichförmig bewegt mit einer dem Werte Ton k 
entsprechenden Geschwindigkeit, so ordnet es sich ebßn dem 
ruhenden EUipsoide ^^^(a^y &oj O ^^^ bewegtes E(ajh^c) zu; 
anf ihm ist das Konvektionspotential W=xqi^ konstant Da 
nun die Gleichgewichts Verteilung der Elektrizität auf einem 
bewegten Leiter dadurch gekennzeichnet ist, daß im Innern 
des Leiters der Vektor 5 verschwindet, d, h. das Konvektions- 
potential konstant ist^ so erhalten wir durch Kontraktion des 
ruhenden leitenden Ellipsoides J?^ ein bewegtes leitendes 
Ellipsoid 2^, auf dem das kouTektive Gleichgewicht der Elek- 
trizität sich hergestellt hat. Beachten wir nuUj daß die Elek- 
trizitätsverteilung in Eq sich als Grenzfall einer räumlichen 
gleichförmigen Verteilung zwischen zwei konzentrischen, ähn- 
lichen und ähnlich liegenden Ellipsoiden auffassen läßt, und 
daß durch die vorgenommene Kontraktion diese EUipsoide 
wieder in ähnliche, konzentrische und ähnlich liegeude EUipsoide 



*) TgL Biemann -Weber, die partieUen Differentialgleichimgen der 
matk Pbysik. I, § 108, &. 259. 
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übergehen^ so erkennen wir folgendes: Die erlialtene Elek- 
trizitätsrerteilung anf dem Ellipsoide £{a, h, e) -wkre auch 
dann im Gleichgewichte^ wenn das Eüipsoid nüite. Die 
Elektrizitätsverteilnng anfeinem leitenden Ellipsoide 
wird durch gleichförmige Bewegung desselben nicht 
beeinflußt*»). 

Auf unserem kugelförmigen Elektron wurde die Flachen- 
ladung als gleichförmige angesehen^ und es wurde angenommen, 
daß die Ladimg fest an der Fläche haftet. Obgleich dieser 
Fall physikalisch wesentlich verschieden ist von demjenigen des 
geladenen Konduktors, so zeigt doch der obige Satz, daß beide 
Fälle in ihren Konsequenzen übereinstimmen, wenigstens f&r 
stationäre und quasistationäre Bewegungen; denn es bleibt ja 
auch auf dem bewegten leitenden Ellipsoide die Elektrizitäts- 
yerteilimg, obwohl sie einer Änderung fähig wäre^ im Falle 
des konvektiven Gleichgewichtes die gleiche wie auf dem 
ruhenden. So erklärt es sich, daß die Untersuchungen you 
W. B. Morton»») und G. F. C. Searle") über das Feld und die 
Feldenergie gleichförmig bewegter ellipsoidischer Leiter für die 
Dynamik des Elektrons sich haben verwerten lassen, obwohl 
sie von wesentlich anderen Grundhypothesen ausgehen. 

Durch (107) und (106) ist das Konvektionspotential einer 
bewegten ellipsoidischen Flächenladung bestimmt. Wie die 
Bewegungsrichtung auch gegen die Hauptachsen {2a, 2&, 2c) 
orientiert sein mag, die Streckimg (105) ergibt stets wiederum 
ein Ellipsoid, durch dessen Hauptachsen (2aQ, 26^, 2cq) sich 
das elektrostatische Potential (p^ gemäß (107) berechnet. Die 
elektrostatische Energie dieses flächenhaft geladenen 
Ellipsoides ist 

00 

(107b) ^0 - 4- 9'oe = ?/!,-; 



aus ihr bestimmt sich nach (106 d) die Kräftefunktion des be- 
wegten Ellipsoides. 

Wir wollen dem FaUe der Flächenladung den FaU gleich- 
förmiger Volumladung eines bewegten EUipsoides gegenüber- 
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stellen. Sind die Halbachsen a, t, c dieses EUipsoides die- 
selben wie die des soeben betrachteten, und ist die Orien- 
tierong der Achsen gegen die Bewegungsrichtung dieselbe, so 
sind auch die Halbachsen a^, Iq, Cq des beim Obergang zum 
gestreckten Systeme Uq entstehenden EUipsoides die gleichen 
wie dort. Es wird hier das elektrostatische Potential in 2Jq 
für das Innere des EUipsoides*) 

(1070) ,..±e/^-(l-.-fti-,-^.-^), 



und somit die elektrostatische Energie der Volumladung 



Die Integrationen über das Volumen des EUipsoides lassen 
sich leicht ausführen. Man findet 

(107d) p;_|../|«j,-i(_«^^ + ^-M. + _^)]. 



Wir woUen die elektrostatische Energie (107 d) des gleich- 
förmig über sein Volumen geladenen EUipsoides vergleichen 
mit derjenigen des flächenhaft geladenen (107 b). Wir können 
die letztere auffassen als Funktion der Größen a^*, &q^, Cq^, und 

zwar als homogene Funktion vom Grade (— oj- ^^ ^®^ ^^^7 

erinnern wir uns der Bedeutung der Größe D, die in (107 a) 
angegeben war, und setzen statt Uq^, h^, c^ die a- fachen Werte, 
so geht durch die Substitution s^s'a die rechte Seite von 
(107 b) über in ein ganz gleiches, nach s' genommenes Integral 



*) Biemann -Weber, Die partiellen Differentialgleichungen d. math. 
Physik. I, § 107, S. 256. 
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zwischen denselben Grenzen^ multipliziert mit a" t . Nach einem 
Satze von Euler über homogene Funktionen ist demnach 

(107e) V|f. + V|^.+V|f. — iO.. 

Was nun die elektrostatische Energie der Yolumladung 
(107 d) betrifiPb^ so können wir schreiben 

was nach (107 e) ergibt 

(107 f) Ul~jU,. 

Von der elektrostatischen Energie in 2^ auf Grund Yon 
(106 d) sogleich zur KriLftefunktion in 2 übergehend, erhalten wir 

(108) ^* = |^- 

Es verhalten sich die Kräftefunktionen zweier 
Ellipsoide derselben Form, Ladung, Bewegungs- 
richtung und Geschwindigkeit, von denen das erste 
über sein Volumen gleichförmig geladen ist, wahrend 
im zweiten die Ladungsverteilung der Flächenladung 
des leitenden Ellipsoides entspricht (d. h. als Grenzfall 
einer gleichförmigen räumlichen Verteilung in einer, von zwei 
ähnlichen und ähnlich liegenden Ellipsoiden begrenzten Schicht 
anzusehen ist) wie 6:5. Dieser Satz fährt den Fall der 
Volumladung auf denjenigen der Flächenladung zurück, so 
daß wir uns weiterhin nur mit dem letzteren zu beschäftigen 
brauchen. 

§ 19. BewegungsgröJße und Energie des gleiojiförniig 
bewegten Elektrons. 

Wir betrachten ein ellipsoidisches Elektron in gleich- 
formiger geradliniger Bewegung; ist genügend lange Zeit seit 
dem Eintritt dieser Bewegung verflossen, und ist die Ge- 
schwindigkeit der Translation kleiner als die Lichi^schwindig- 
keit, so wird die gesamte Energie und Bewegungsgröße des 
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Feldes konstant sein. Sie wird sich zusammensetzen aus der 
Energie und BewegungsgröBej der vor Eintritt der gleich- 
förmigen Bewegung entsandten Welleo und der vom Elektron 
mitgeführten Energie und Bewegungsgröße. Die weitere Be- 
wegung dea Elektrons ist ausschließlich durch die mitgeführte 
Bewegungagröße und Energie hestimmi 

Da der gesamte elektromagnetische Impuls und der auf 
den Mittelpunkt des Elektrons bezogene Drehimpuls des mit- 
geführten Feldes konstant sind, so ergeben die ImpulsBätze 
(94, 94a): 
(109) ft- = 0, 

(109a) «- - [öo®]. 

Es bedarf demnach keiner äußeren Kraft^ um die 
gleichförmige Bewegung des ellipsoidischen Elektrons 
aufrechtzuerbalteUj wohl aber im allgemeinen einer 
äußeren Drehkraft. Eine äußere Drehkraft ist stet» 
erforderlich^ wenn der Impulsyektor ® nicht der Be- 
wegungsrichtung parallel weist Man überzeugt eich 
leicht davon, daß dieses eine Konsequenz der allgemeinen Im- 
pnkätz^e des § 5 ist. Es war ja die elektromagnetische Be- 
wegungsgröße über den Äther verteilt zu denken und dem- 
entßprechend das IrapuhmomeDt auf einen im Räume festen 
Punkt zu beziehen. Eine äußere Drehkraft ist dann erforder- 
lich , wenn das auf den ruhenden Momentenpunkt bezogene 
Moment der elektromagnetischen Bewegungegröße sich ändert; 

^das ist aber hier der Fall; denn ea führt das gleichförmig 
bewegte Elektron sein Feld und die Über dieses Feld verteilte 
Bewegungsgröße einfach mit sich, es ändert sich also der von 
dem ruhenden Bezugspunkte aus gezogene Hebelarm^ an dem 
das betreffende Quantum von Bewegnugsgröße anzubringen ist^ 
tind zwar für das ganze Feld mit derselben Geschwindigkeii^ 
= Öq. Die zeitliche Ändenmg des gesamten auf den ruhenden 
Momentenpunkt bezogenen Impulsmomentes ist demnach gleich 
dena äußeren Produkte aus Öq und dem gesamten Impulse des 
mitgeführten Feldes , wie Gleichung (109 a) behauptet. Was 
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aber die Bewegungsgröße der entsandten Wellen anbelangt^ so 
ist diese^ wie wir gezeigt haben^ der Strahlrichtung; d. h. dem 
Yom Orte des Entsendens aus gezogenen Badiusyektor paralleL 
Ihr Moment in bezug auf diesen im Baume festen Punkt ist 
dauernd gleich Null^ so daß die Bewegungsgroße der Wellen 
in (109 a) nicht eingeht. 

Es ist aus Symmetriegründen ersichtlich und wird durch 
genauere Überlegung bestätigt^ daß der Impuls des mit- 
gefiihrten Feldes parallel der Bewegungsrichtung weist, wenn 
ein ellipsoidisches Elektron einer der drei Hauptachsen parallel 
bewegt wird. Geschieht hingegen die Bewegung des Ellipsoides 
in einer anderen Richtung, so bedarf es einer äußeren Dreh- 
kraft; um die gleichförmige; rotationslose Bewegung aufrecht- 
zuerhalten. Eine Translation des ellipsoidischen Elek- 
trons in einer zu den Hauptachsen schiefen Richtung 
erfüllt also nicht das erste Axiom der Newtonschen 
Mechanik; sie kann nicht ohne Einwirkung äußerer 
Kräfte vor sich gehen. Was aber die Bewegung parallel 
den Hauptachsen anbelangt; so sind stabile und labile Be- 
wegungen zu unterscheiden. Eine translatorische Bewegung 
wird als stabil zu bezeichnen seiu; wenn beim Herausdrehen 
der Hauptachse aus der Bewegungsrichtung eine innere Dreh- 
kraft erweckt wird, welche die Hauptachse wieder in die Be- 
wegimgsrichtung einzustellen strebt; d. h. wenn die durch 
(109 a) angegebene äußere Drehkraft 81*; welche jener inneren 
Drehkraft das Gleichgewicht hält, das Ellipsoid aus der Be- 
wegungsrichtung herauszudrehen sucht. Ist hingegen eine 
äujBere Drehkraft erforderlich; welche die betreffende Haupt- 
achse in die Bewegungsrichtung einzustellen sucht; d. h. streben 
die durch eine kleine Drehung erweckten inneren Drehkräfibe 
den Winkel zwischen der Achse und der Bewegungsrichtung 
zu vergrößern, so wird die betreffende Bewegung eine labile 
zu nennen sein. Wie wir im vorigen Paragraphen gesehen 
habeu; gibt die Kräftefunktion V des Elektrons durch ihre 
Abnahme die bei. konstant gehaltener Geschwindigkeit bei 
einer Eonfigurationsänderung zu gewinnende Arbeit an. Dem- 
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^sprechend werden sich die stabilen und labilen Translations- 
bewegungen dadurch unterscheiden lassen ^ daß erstere einem 
Minimum^ letztere einem Maximum der Kräftefiraktion V bei 
gegebener Geech windigte it entsprechen^ gerade so^ wie in der 
Mechanik die stabilen und kbileu Gleichgewichte dnreh ein 
Minimum bzw. ein Maximum der potentiellen Energie sich 
auszeichnen (vgl. Bd, I, § 11). Die genauere Untersuchung^) hat 
dieses bestätigt; sie hat femer ergeben, daß die Bewegung 
des Ellipsoides parallel der größten der drei Achsen 
einem Minimum der Kräftefunktion V (oder nach (104b) einem 
Maximum der Lagran gesehen Funktion) entspricht uad dem- 
nach stabil ist. Die Bewegung parallel der kleinsten 

er drei Achsen hingegen, welche einem Maidmnm toä V 
entspricht j ist instabil. Wir können also nicht annehmen, 
daß die in den Kathodenstrahlen und in den Radinm strahlen 
bewegten Elektronen etwa abgeplattete Rotationsellipsoide sind^ 
welche sich parallel der Rotationsachse bewegen^ wenigstens 
dann nicht, wenn wir die Ladung starr an dem Volumen oder 
an der Oberfläche des Ellipsoides haften lassen; der kleinste 
Anstoß würde geniigen, um ein solches EUipsoid zum Um- 
seblageu zu bringen. Was achließUch die Bewegung parallel 
der mittleren Achse des dreiachsigen Ellipsoides anbei angt, 
so ist dieselbe offenbar stabil gegenüber solchen Drehungen, 
welche die kleinste Hauptachse, aber labil gegenüber solcheUj 
welche die größte Hauptachse der Bewegungsrichtung parallel 
zu stellen suchen. Auch eine Bewegung parallel dieser mitt- 
Achse wird labil zu nennen sein. Wenn man unsere 
einfachste Yoranssetzung, nämlich die eines kugelförmigen 
Elektrons, aufzugeben und zu der komplizierteren Annahme 
einer eUipsoidischen Form überzugehen wünscht^ so wird man 
izL den KathodeuBtrahlen und in den Radiumstrahlen diese 
eUipsoidischen Elektronen nur ihrer größten Achse parallel 
bewegt annehmen dürfen, wofern man an den Grundhypotheeen 
(VI, Via und VII) festhält. 

Unser kugelförmiges Elektron ist offenbar bezüglich einer 

rehung in indifferentem Gleichgewicht. Der Impuls weist 



^^u at( 



Abf ahmm, Thfföriti der ElektFlzitAt H. Ü. Aufl, 
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stets parallel der BewegTiiigsriclitTiiigj und ea ist keine äußere 
Drt^hkraft erforderlicli, um die gleichförmige Translation atifreeht- 
zaerhalten. Die gleichförmige Translationsbewegong 
unseres kugelförmigen Elektrons mit Unterlicht- 
geschwindigkeit ist demnach eine kräftefreie Be- 
vregUDg. Es gilt für ein solehes Elektron^ sei es, daß 
die Ladung gleichförmig über die Oberfläche oder 
gleichförmig über das Volumen verteilt ist, das erste 
Axiom der Newtonschea Mechanik. 

Wir gehen nunmehr zur Berechnung der elektromagne- 
tlieben Bewegnngsgröße und Energie über, welche das Elek- 
tron bei seiner gleichförmigen Translation mit sich fükrt. Die 
Bestimmung der Kraftefimktion V bzw. der Lagrangesehen 
i^^iinktion L ist ja durch {106d) zurückgeführt auf die Be- 
_*timmuag der elektroBtatischea Energie U^ des im Verhältnis 
'^ seiner Bewegungsrichtung parallel gestreckten VElektronB; 
(110) " F=-L^xJ7,. 

Aus der Lagraugeschen Funktion leiten wir nun sowoS 
die BewegungsgroBe wie die Energie nnaerea kngelförmigai 
Elektrons ab. Wir gehen dabei aus von der Formel (104c)_i_ 

(iioa) L^- J"^ j e* + (1 - ^»)(e; + e?) ) ■ 

Dieselbe nach ß differentiierend, erhalten wir 

iL 

Wir betrachten zuerst das zweite der hier auftretenden 
Integrale; die partielle Differentiation nach ß bezieht sich auf 
das Feld, web^hes in einem gegebenen Punkte des stationäres 
vom Elektron mitgeführten Feldes herrscht , d, K es sind die 
Koordinaten (x, y^ m) im bewegten Systeme bei der Differen- 
tiation nach ß konstant zu halten. Nach (101c, d) und (10| 
können wir das Integral schreiben 



(llOb) 
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[Bß^^ -/- - -- Jß 
Der Satz yon Grauß ergibt demgemäß 



Nach der Regel (() der FonnelziisainiQenBtelluiig in Bd. I, 
B. 453 iBt 

wenn man beachtet, ckß das Oberflächenintegral you ^^^ 

über die Begrenzungsfläche des stationären Feldes au vernach- 
lässigen ißt, da W mit der {— iy% % mit der (-- 2)**^^ Potenz 
der Entfernung vom Elektron abnehmen; hat^ wie wir voraua- 
setsen, das stationäre Feld sich bis zu Entfernungen ausgedehnt, 
die groß sind gegen den Radius des Elektrons , so ist dieses 
Oberflacbenintegral in der Tat zu streichen; das geschieht mit 
demselben Tlechte; mit dem wir die Energie und die Be- 
wegungsgröße des mitgeführten Feldes so berechnen ^ als ob 
im ganzen Räume das stationäre Feld herrschte. 

Die partielle Differentiation nach ß bezieht sich auf einen 
Punkt, der eine feste Lage in einem mit dem Elektron be- 
wegten Bezugssysteme hat. Haftet nun^ wie angenommen 
wurde, die Elektrizität starr an den Volumelementen des Elek- 
tronB, 80 ist die Ladungsverteüimg von der Geschwindigkeit 
unabhängig, und es wird 



^Tm( 



d daher auch 



Bß 



= 0, 



Wir erhalten demnach ans (110b) mit Ricksicht auf (101 f) 

Es wird die der Bewegnugsrichtnng parallele 
Impulskcmponente erbalien^ indem man die La- 
grangesche Funktion nach dem Betrage ' I ' — c^ dtr 
JS^eschwindtgkeit differ^n^ii^rt. Speziell f^ nzider kogel* 

11* 
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förmiges Elektron^ dessen Impals stets seiner Bewegangs- 
richtüng parallel ist, wird 

dL 



(111) «:-rf, 



Die Gültigkeit dieser bedeatungsYoUen Bezielmiig 
fußt wesentlich auf der kinematischen Grandhypo- 
these (Vn)y welche aussagt, daß die Elektrizität an 
den Yolumelementen des starren Elektrons haftet. 
Würden wir hingegen eine Formänderung des Elektrons zu- 
lassen und annehmen y daß mit wachsender (Jeechwindigkeit 
die Form des Elektrons, d. h. die Ladungsrerteilung im be- 
wegten Systeme sich änderte, so wäre q als Funktion Yon ß 
anzusehen; alsdann würde die Relation (110c) nicht mehr 
gelten, es würde das zweite Glied auf der rechten Seite yon 
(110b) nicht mehr fortfallen. Es beruht mithin die Gleichung 
(llOd) auf unserer kinematischen Ghrmdhypothese (Vll); diese 
Gleichung geht in (111) über, wenn der Impuls der Bewegungs- 
richtung parallel weist, d. h. wenn keine äußere Drehkraft zur 
Aufrechterhaltung der gleichförmigen Translation erforderlich 
ist. Für unser kugelförmiges Elektron ist diese Bedingung^ 
wie wir gesehen haben, erfällt 

Die Lagrangesche Funktion ist definiert als Differenz der 
magnetischen Energie T und der elektrischen Energie {7. Es 
ist mithin die gesamte elektromagnetische Energie des Elektrons 

Führen wir hier für 2T den allgemeinen, im vorigen 
Pari^raphen erhaltenen Ausdruck (103) ein, so erhalten wir 

oder mit Rücksicht auf (llOd) 

(lila) TF=H,|4^-Z. 

Es drückt sich demnach auch die Energie eines 
der kinematischen Grundgleichung (Vü) gehorchenden 
Elektrons allgemein durch die Lagrangesche Fnnk- 
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tion aus. Wir merken noch die aus (111) iind (lila) fol- 
gende Beziehung an 



(111b) 



d\n\ \n\d\t\ 

deren Bedeutung wir im nächsten Paragraphen erläutert werdea. 
Die Entwickelungen des vorigen Paragraphen gestatten 
es mm ohne weiteres, das Feld und die Lagrangesche Funktion 
eines kugelförmigen Elektrons zu ermitteln ^ sowohl für den 
Fall der gleichförmigen Flächenladung als auch für den Fall 
der gleichförmigen Volumladung. 

Durch die Transformation (105) wird die bewegte Kugel 
om KadiuB a abgebildet auf ein ruhendes EUipsoid von den 
Halbachsen 



(112) 



^n = 



^'o = ^0 = ^1 



dies ist ein gestrecktes Rotationsellipsoid, dessen Rotationsachse 
der Bewegungsrichtung des Elektrons entspricht. Das elektro- 
statische Potential dieses Ellipsoides würde sich für den Fall 
der FlächenladuEg aus (107), für den FaU der Volunüadmig 
aus (107 c) durch Einführung der Halbachsen (112) auswerten 
lassen. Durch (106) wäre dann das KonTektionspotential 
des bewegten Elektrons bestimmt als 

(112a) ^=^i)Po; 

und durch (102) baiw. (101b) die elektromagnetischen 

Potentiale 
I (112b) 0^x-^W^x- 

I tmd 

I (112c) a 

^rir 



>o 



— = -% 



Anstatt ^Q aus (107) bzw* (107 e) zu berechnen, ziehen 
es vor, zunächst den Fall der Flächenladuug zu erledigen, 
indem wir uns auf die im ersten Bande dieses Werkes (§ 40) 
gegebene Ableitung des elektrostatischen Potentialea eines ge- 
streckten Rotationsellipsoid es beziehen. Die Verteilung der 
Ladimg auf dem leitenden EUipsoide ist ja als Grenzfall einer 
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gleichförmigen räumlichen Verteilung zwiacben zwei ähnlichen 
lind äkolich liegenden EUipsoiden anzusehen, wie wir im vorigen 
Paragraphen bemerkten* Diese Verteilung ist gerade die hier 
in Betracht kommende, nämlich diejenige, die durch Streckmig 
dea mit einer gleichförmigen Flächenbelegimg versehenen Elek- 
trons entsteht. Das elektroatatische Potential des leitenden 
EUipsoidea ist in Bd, I, GL (13^), S. 139 angegeben; dort war 
die Rotationsachse der if- Achse parallel; es bezeichnete c den 
halben Abstand der Brennpunkte, der hier gleich 



l/<^=«V^ = «f 



ssu setzen ist; es stellten femer r^ und r^ die Abstände eines 
Aufpnnktes von den Brennpunkten dar^ die in der jetzigen 
Schreibweise sind 

r.= l/(a'o-«f)'+V+V- 
Demgemäß wird 

{112 d) 



est 1 



Fo + " „ + '"i 



aUr^l 




im änßeren Felde das elektrostatische Potential des gestrecktei 
Botationsellipsoides. Zum bewegten Elektron zurückkehrend, 
erbalten wir auB (112b, c) die elektromagnetischen Poten- 
tiale des mitgefübrten äußeren Feldes 

,(112e) 0=4_ln{^4±^l, 




X — aß -\- ^r^ 

zu setzen ist. Aus diesen Werten der elektromagnetischen 
Potentiale i^t das äußere Feld des Elektrons nach den Formeln 



rmeln 1 

d 
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(lOlCyd^e^f) abzuleiten. Das KonyektionBpotential^ dessen 
negatiYer Gradient die auf die Einheit der mitbewegien Ladnug 
ausgeübte Kraft bestimmt^ ist außerhalb des Elektrons, 
nach (112a, d) 
(112h) ^=-'in{?+4±^l 

Die Äquipotentialflächen des ruhenden, gestreckten Rota- 
tionaellipsoides sind konfokale Ellipsoide^ die sich mit wachsen- 
der Entfernung mehr und mehr der Kugelgestalt nähern. Im 
äußeren Felde des bewegten Elektrons sind die Flächen kon- 
etanten Konvektionspotentiales eine Schar von Ellipsoiden, 
welche aus jenen durch eine Kontraktion parallel der d?-Ächse 
entatehen^ mit wachsender Entfernung vom Elektron nähern 
sie sieb aeymptotisch Heaviside-EUipsoiden. 

Wie die Oberfläcbe des leitenden RotationsellipsoideB eine 
Äquipotentialfläche ist, so ist die Oberfläche des Elektrons 
eine Fläche konstanten Konvektionspotentiales. Nach Bd. I, 
GL 132 b, S. 141 ist das elektrostatische Potential des leitenden 
EUipsoides 

Nach (112, 112a) wird demnach der an der Oberfläche 
des Elektrons herrschende Wert des Konvektione* 
potentiäles 



(112k) 



\p 






1+A 



S 1 



(1 + p\ 



%^ \ % } a t^ \1 — ß/ 

Im Innern des flächenhaft geladenen Elektrons sind sowohl 
d^ Konvektionspotential wie die elektromagnetischen Potentiale 
konstant- demgemäß besteht im Innern des gleichförmig be- 
vregten Elektrons, in dem hier behandelten Falle der Flächen- 
ladxmg, überhaupt kein elektromagnetisches Feld. 

Aus (104) bzw. (104b) folgt jetzt ohne weiteres der Wert 
der Kräftefunktion bzw. der Lagrangeschen Funktion 
des Elektrons 

fttr den Fall der Flächenladung, 
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Aus (111) folgt als Betrag des Impulses 

("'•) !«i-^-äSjlC4/)>«6±S)-M. 

und aus (lila) die Energie des Elektrons 

(mb) ,r-|.|/,t-z-,^(ii.(i±f)-il. 

Da die Eräftefonktion gleich der Differenz der elektrischen 
Energie U und der magnetischen T ist, so erhalten wir durch 
Addition und Subtraktion von (113 b) und (113) 

(U8e)tr-i(,r+r)-.4(('i/')ln(;±D-ll, 

(md)T-i(TK-r)-.4((.!±t)in(l±|)-i}. 

Die letztere Formel hätte natürlich auch aus (113 a) ab* 
geleitet werden können^ da ja nach (103) die doppelte magne- 
tische Energie dem Produkte aus Geschwindigkeit und Impuls 
gleich ist. Entwickelt man die beiden letzten Ausdrücke in 
Reihen, die nach Potenzen von /3* fortschreiten, und vernach- 
lässigt Größen der Ordnung ß\ so wird 

(113e) U^Uo=l\, 

(im) T = ^^.ß*. 

Für Bewegungen des Elektrons, deren Geschwindigkeit 
klein gegen die Lichtgeschwindigkeit ist, ist die elektrische 
Energie von der Geschwindigkeit unabhängig, während die 
magnetische Energie dem Quadrate der Geschwindigkeit pro- 
portional ist. Erstere ist mithin der potentiellen, letztere der 
kinetischen Energie der gewöhnlichen Mechanik zu vergleichen. 
Diese Analogie ist nicht auf geringe Geschwindigkeiten be- 
schränkt; die Ableitung der Gesamtenergie und des Impulses 
aus der als Differenz der beiden Energiearten definierten La- 
grangeschen Funktion, die für beliebige Geschwindigkeit galt^ 
erinnert an Beziehungen, die aus der analytischen Mechanik 
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bekannt sind; wir kommen hierauf im nächsten Paragraphen 
zurück. 

Haben wir es nicht mit dem Falle der Flächenladung^ 
sondera mit dem Falle der Volumladung des kugelförmigen 
Elektrons zu tnn^ so können wir die Lagrangesche Funktion, 
die Energie und den Impuls sofort angehen ^ auf Grund des 
Satzes, den wir am Schlüsse des vorigen Paragraphen hewieaea 
haben (Gl. 108). Im Falle der Volumladung werden 
die Werte der Xräftefunktionj und demnach auch die- 
jenigen der Energie und des Impulses^ aus den im 
Falle der FUlchenladuug geltenden einfach durch 
Multiplikation mit dem Zahlenfaktor 6:5 abgeleitet 
Mit diesem Faktor sind also die rechten Seiten der Gleichungen 
(113) bis (113f) beim Übergänge zur Volnmladung zu multi- 
plizieren. 

Aus dem am Eingänge dieses Paragraphen tind in dem 
des vorigen Gesagten geht ohne vreiteres hervor, daß diese 
Formeln nur für den FaE der Unterlichtgeschwindigkeit 
die Energie und die Bewegungagröße des mitgeführten Feldes 
bestimmen. 

I Die magnetische Energie einer langsam bewegten, flächen- 

' haft geladenen Kugel wurde zuerst von 0, Heaviside^*) richtig 
angegeben (1889). Die Gesamtenergie der leitenden Kugel 

I wurde von G, F. C. Searle^^ ermittelt (1897). Die Beweguugs- 
größe des kugelförmigen Elektrons und die Beziehungen 
zwischen Lagrangescher Funktion, Energie und Bewegungs- 
größe wurden vom Verfasser*) dieses Werkes gefunden (1902), 
der auch den Fall der Volum ladung m der hier wiedergegebenen 

^^ Weise erledigte. 

^^L § 20. Die elektromagnetische Masse. 

^^ Wir haben im letzten Paragraphen bewiesen, daß das 
I Elektron, wenn äußere Kräfte nicht wirken, in seiner gleich- 
förmigen rein translatorischen Bewegung verharrt, wofern seine 
Geschwindigkeit kleiner ist als die Lichtgeschwindigkeit. Diese 
Polgertmg aus den angenommeneo Grundhypothesen ist in 
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Übereinstimmung mit den bei Kathodenstrahlen und Radium- 
strahlen gewonnenen experimentellen Ergebnissen; werden die 
Strahlen durch kein äußeres Feld beeinflußt^ so erfolgt ihre 
Fortpflanzung geradlinig mit konstanter Geschwindigkeit. 

Wie das erste, so hat auch das zweite Axiom der Mechanik 
Newtons sich experimentell in gewissem Sinne bestätigt Die 
trage Masse der Strahlteilchen ist zwar nicht eine unabänder- 
liche wie die Masse der gewöhnlichen Mechanik. Sie ist nur 
bei langsamer Bewegimg konstant; bei den /}- Strahlen des 
Radiums hängt sie Yon der Geschwindigkeit der Elektronen 
ab. Immerhin hat sich in dem Bereiche^ auf welches sich die 
Experimente beziehen, die Masse insofern als konstant erwiesen, 
als sich der Betrag der transyersalen Beschleunigung bei ge- 
gebener Geschwindigkeit dem Betrage der transversalen äußeren 
Kraft proportional ergab. Der Dynamik des Elektrons erw^hst 
die Aufgabe, von diesem Verhalten Rechenschaft zu geben, 
und, der experimentellen Forschung voranleuchtend, den Begriff 
der elektromagnetischen Masse präzise zu formulieren. 

Um das in dem angegebenen Sinne erweiterte zweite 
Axiom Newtons aus den Grundgleichungen unserer Theorie zu 
deduzieren, müssen wir offenbar ausgehen von solchen Be- 
wegimgen, welche dem ersten Axiome Genüge leisten; diese 
Bedingung erfüllen die soeben behandelten rotationslosen Be- 
wegungen des allseitig symmetrischen Elektrons. Nur dann, 
wenn die kräftefreie Bewegimg geradlinig und gleichförmig ist, 
können wir erwarten, die erteUte Beschleunigung der äußeren 
Kraft proportional zu finden. Auch für ein kugelförmiges 
Elektron ist dieses Verhalten nur unter gewissen einschmnkenden 
Voraussetzungen über den Betrag der Beschleunigung und der 
Geschwindigkeit möglich. 

Wie nämlich in § 17 dargelegt wurde, ist die Aussage der 
dynamischen Grundgleichungen eine äußerst verwickelte. Auch 
bei rein translatorischen Bewegungen hängt die innere Kraft, 
welche das Elektron auf sich selbst ausübt, von der Ge- 
schwindigkeit und von der Beschleunigung ab, welche das 
Elektron während eines gewissen, dem betreffenden Zeitpunkte 
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Torangegangenen Zeitmtervalles erfahren hat. Eine Proportio- 
nahtSt der Kraft zur jeweiligen Beschleimigujig und eine Ab- 
hängigkeit der Masse von der jeweiligen Geschwindigkeit aUein 
kann daher in Strenge nicht stattfinden. Nnr wenn die Be- 
Bchleiinigung hinreichend gering ist, wenn also die Geschwindig- 
keit nach Richtung und Betrag aich nur langsam ändert^ wird 
das Verhalten des Elektrons durch eine j,elektroniagnetische 
Masse^^ zn charakterisieren sein. 

Wir deuteten bereits im Eingänge dieses Kapitels die 
Analogie an, die zwischen der elektromagnetischen Masse der 
touTektiv bewegten Elektrizität und der Selbstinduktion eines 
Leitungsstromes besteht. Wie die Selbstinduktion mit der 
magnetischen Energie des Lei tun gs Stromes zusammenhängt 
(Bd. Ij § 70), so ist die elektromagnetische Masse mit der Be- 
wegungsgröße und der Energie des mitgeführten Feldes ver- 
knüpft. Nun war aber der Gültigkeitsbereich des Begriffes 
der Selbstinduktion anf langsam veränderliche, oder^ wie wir 
sagten^ ,, quasi stationäre" Ströme beschränkt. Ein Strom wurde 
quasi stationär genannt (Bd. 1, S. 266)^ wenn seine Stromstärke 
sich nur relativ wenig änderte in der Zeit, welche die elektro- 
magnetischen Störungen gebrauchen, um den Abstand zwischen 
den beiden entferntesten Punkten des Strom systemes zu durch- 
messen. Nur unter dieser Bedingung konnte die magnetische 
Energie so berechnet werden, als ob das Eeld wie beim 
stationären Strome der jeweiligen Stromstärke augenblickhch 
folgte. Auf solche quasi stationäre Ströme allein ist die ge- 
bmuchliche Theorie des Wechselstromes anzuwenden, die im 
ersten Bande dieses Werkes (Abschnitt III, Kap. 2") vorgetragen 
wurde. Dementsprechend wird der Begriff der elektromagne- 
tischen Masse nur auf ^^quasi stationäre Bewegungen" des 
Elektrons angewendet werden dürfen; es wird eine Bewegung 
dann quasistationär zu nennen sein, wenn ihre Geschwindigkeit 
sich nur wenig ändert in der Zeit, welche das Licht gebraucht, 
um über das Elektron hinwegzustreicjhen. Für quasistatiouäre 
Bewegungen werden wir die Bewegungsgröße und die Energie 
berechnen, als ob das mitgefuhrte Feld der jeweiligen Ge- 
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schwind] gkeit entspräche, d. h. wir werden diejenigen Werte 
des Impulses und der Energie verwenden, die wir im Torigen 
Paragraphen fQr gleichförmige Bew^ongen abgeleitet haben. 
Die Gültigkeitsgrenzen der Theorie der quasistationaren Be- 
wegung werden wir in einem späteren Pari^praphen abstecken; 
wir werden sehen, daß diese Theorie alle beobachtbaren Ab- 
lenkungen und Beschleunigungen mit Unterlichtgeschwindigkeit 
bewegter Elektronen umfaßt. 

Dem Impulssatze (94) zufolge ist die zeitliche Änderung 
des Impulsvektors ® des Elektrons der äußeren elektromagne- 
tischen Kraft; A^ gleich: 

(114) 'Jjf = «-. 

Bei quasistationärer Bewegung wird, wie bei gleichförmiger 
Bewegimg, der Betrag des Impulses als Funktion des Betrages 
der Geschwindigkeit allein betrachtet und die Richtung des 
Impulses wie bei einer jeden dem ersten Axiome gehorchenden 
Bewegung der Bewegungsrichtung parallel vorausgesetzt Es 
liegt mithin der Vektor, welcher die zeitliche Änderung des 
Impulses angibt, stets in der Oskulationsebene der Bahn. Es 
ist zweckmäßig, ihn in zwei Vektoren zu zerlegen, von denen 
der erste der Bewegungsrichtung parallel ist, während der 
zweite nach dem Erümmungsmittelpunkte der Bahn weist; die 
Richtungen, nach denen zerlegt wird, soUen durch zwei Ein- 
heitsvektoren ti und Wi gekennzeichnet werden, welche der 
Tangente bzw. der Hauptnormale der Bahn parallel sind. Nach 
diesen Richtungen hatten wir in Bd. I, § 5 den Beschleunigungs- 
vektor zerlegt. Wir können Gl. 14a, S. 14 daselbst schreiben: 

(114a) * = t.^ + «rJf- 

Femer lautet Gleichung (11) daselbst 
(114b) f = §, 

wobei ds das Wegelement der Bahnkurve vorstellt 
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In ganz entsprechender Weise, wie wir dort den Ge- 
schwindigkeitsvektor diflPerentiierten, können wir jetzt den Vektor 

(114c) « =tj«| 

nach der Zeit differentiieren. 

Es wird, mit Rücksicht auf (114 b): 

und da man hat: 

■ ^«_|j,| d\i»\ _d\i»\d\b\ 



dt ' " dt d\h\ dt ' 

SO wird 

(114d) ® = t,^J^^ + ||®|H.l. 

Diese Formel gilt für jeden Vektor, dessen Richtung zu H 
parallel, und dessen Betrag durch den Betrag von H bestimmt 
ist. Speziell für die zeitliche Änderung von H selbst geht sie 
über in die Gleichung (114 a). 

Andererseits lautet die Bewegungsgleichung (114) 

(114e) ®==liC+«i«r, 

hier sind unter A« und Ar die Komponenten der äußeren Eraft 
zu Terstehen, welche parallel bzw. senkrecht zur Bewegungs- 
richtnng wirken; die Ebene der Geschwindigkeit H und der 
äußeren Kraft ft* bestimmt die Oskulationsebene der Bahn wie 
in der Mechanik des materiellen Punktes. 
Wir schreiben jetzt (114d) und (114a) 



und erhalten 




(114g) 




(1141i) 


«^ *r l«l 
ir ir l»l 



Die Quotienten aus longitudinaler Kraftkompo- 
nente und longitudinaler Beschleunigungskomponente 
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sowie aus transversaler Eraftkomponente nnd Be- 
schleunigungskomponente sind für qnasistationäre 
Bewegungen beide nur Funktionen der Geschwindig- 
keit. 

In diesem Sinne erweist sich das zweite Axiom Newtons 
in der Dynamik des Elektrons als gültig. Wir erhalten jetzt 
für die „longitudinale elektromagnetische Masse^', d. h. 
für den Quotienten der parallel der Bewegungsrichtung ge- 
nommenen Komponenten von äußerer Kraft und Beschleuni- 
gung: 

Für die „transversale elektromagnetische Masse^ 
hingegen, d. h. für den Quotienten der zur Bewegungsrichtung 
senkrechten Komponenten von äußerer Kraft und Beschleuni- 
gung folgt 

(115a) »».--'•;-• 

Im allgemeinen ist die longitudinale Masse von 
der transversalen verschieden. Nur im Grenzfalle lang- 
samer Bewegung, wo der Impuls des Elektrons seiner Ge- 
schwindigkeit proportional ist, stimmen die rechten Seiten von 
(115) und (115a) überein; wir woUen diesen gemeinsamen 
Grenzwert der longitudinalen und der transversalen Masse mit 
Mq bezeichnen; für langsame Kathodenstrahlen ist es erlaubt, 
mit ihm so zu rechnen, wie es in § 2 geschah. 

Diese Formeln, welche die Masse des Elektrons mit seiner 
Bewegungsgröße verknüpfen, und die vom Verfasser dieses 
Werkes zuerst angegeben wurden, sind unabhängig von jeder 
Annahme über die Form und die Ladungsverteilung des Elek- 
trons. Sie gelten immer dann, wenn der Impulsvektor der 
Bewegungsrichtung parallel weist und sein Betrag eine be- 
liebige Funktion des Betrages der Geschwindigkeit ist. Wünscht 
man die Dynamik des Elektrons rein elektromagnetisch zu 
begründen, so hat man für ®| den Betrag der elektromagne- 
tischen Bewegungsgröße einzusetzen. 
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Man kann die elektromagnetiscbe Masse auch mit der 
elektromagnetiscben Energie des Elektrons in Verbindung 
briisgen; die Energiegleichnng (96) ergibt für rein trans* 
latorische Bewegungen 



'^ = (*•«') "l"»!«?- 



CFür quasistationäre Bewegungen wird die Energie des 
Elektrons ab Funktion des Betrages der Geschwindigkeit be- 
trachtet; es wird daher 

Hieraus ergibt sieb die „longitudinale Masse^', die als 

Quotient der longitudinalen Beschleunigung und Kraft definiert 

wurdcj 

..,.,. 1 dW 
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Diese Formel verknüpft die longitudinale Masse 
des Elektrons mit seiner Energie. Die transversale Masse 
wird selbstverständlich diireb die Energiegleiehung niebt be- 
stimmt^ da ja eine transversale Kraft keine Arbeit leistet. 

Die aus der Energiegleichung abgeleitete Formel (115b) 
ißt ebenso wie die aas dem Impulssätze gewonnenen Formeln 
(115) und (115a) unabhängig von jeder Annahme über die 
Form und die Ladnugsverteilung des EleWarons. Sie fußt 
el^nso wie jene allein auf den Grundgleichungen (1 bis V) der 
Elektronentheorie, aua denen ja die Energiegleichung und die 
Xmpulsgleiehung als Folgerungen sich ergaben. Man könnte 
diese Formel ebenso wie jene auch dann verwenden^ wenn, 
man annähme, daß wägbare Materie mit dem Elektron ver- 
koppelt sei; alsdann wäre in W die Energie, in @ die Bewegung»- 
ße der wägbaren Materie mit in Rechnung zu ziehen. 

Dem von uns vertretenen Standpunkte getreu, werden wir 
indessen unter 0} stets den elektromagnetiscben Impuls^ unter 
W die elektromagnetische Energie verstehen. Yon einer rein 
elektromagnetisch begründeten Dynamik des Elek- 
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trons werden wir unter allen umstanden verlangen 
müssen, daß die beiden Formeln (115) und (115b) für 
die longitudinale Masse des Elektrons zu demselben 
Ergebnisse führen. Würde die Formel (115b) unter An- 
nahme rein elektromagnetischer Energie zu einem anderen 
Wert von m^ ergeben als die Formel (115) unter Annahme 
einer rein elektromagnetischen Bewegungsgroße, so würde em 
innerer Widerspruch unseres Hypothesensystemes zuti^e treten. 
Man könnte diesen Widerspruch durch Einführung einer inneren, 
nicht elektromagnetischen Energie des Elektrons heben; dann 
würde man aber das Ziel einer rein elektromagnetischen Be- 
gründung der Mechanik der Elektronen nicht erreichen. 

In unserer, auf den Grundgleichungen (VI) und (VII) 
fußenden Dynamik des Elektrons entsteht nun der besagte 
Widerspruch nicht. In der Tat, wir hatten im vorigen Para- 
graphen bewiesen, daß unter Voraussetzung einer unyerander- 
lichen Verteilung der Ladung im Elektron, Impuls und Energie 
durch die Formeln (111) und (lila) mit der Lagrangeschen 
Funktion verknüpft sind. Hieraus hatten wir die Beziehui^ 
(111b) abgeleitet; diese Beziehung 

d^ ^ 1 dW _ d*L 
d ti. \1i\d\b\ "d|ti|* 

besagt nichts anderes, als daß die Ausdrücke (115) und (115b) 
beide den gleichen Wert der longitudinalen Masse ergeben. 
Wir sehen also: Unter Annahme einer von der Ge- 
schwindigkeit unabhängigen Gestalt und Ladungs- 
verteilung des Elektrons ergeben Impulssatz und 
Energiesatz den gleichen Wert der longitudinalen 
elektromagnetischen Masse. Hier tritt der Zusammen- 
hang zwischen unserer kinematischen Grundhypothese (VQ) 
und dem Gedanken einer rein elektromagnetischen Begründung 
der Dynamik des Elektrons, der bereits in § 16 erörterte wurde, 
deutlich hervor. Lassen wir diese Grundhypothese fallen und 
nehmen an, daß die Form des Elektrons sich mit der Ge- 
schwindigkeit ändert, so ergibt die Energiegleichung einen 
anderen Wert der longitudinalen elektromagnetischen Masse als 
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die Impulsgleichung 5 in diesem Falle — ein Beispiel werden 
wir im § 22 kennen lernen — kann von einer elektromagne- 
tischen Begründung keine Rede mehr sein. 

Jene kinematiache Grundhypothese war den kiBematisehen 
BedingungBgleiehungen der analytischen Mechanik nachgebildet. 
Wir sind jetzt in der Lage zu zeigen ^ daß unsere Grund - 
gleichnugen für die Dynamik quasistationärer Bewegungen zu 
Ergebnissen führen, welche formal mit denen der Mechanik 
Lagranges übereinstimmen. Führen wir in die Gleichung 

die Belation (Hl) ein, so erhalten wir 

Wir schreiben hier partielle Differentiationazeichen, weil wir 
weiter unten L noch von anderen Größen als nur von |li|j 
abhängen lassen. 

Diese Bewegongsgleichung entspricht den Lagrangeachen 
Gleichungen eines Syatemes bewegter Massen. Bedeutet L=T— ü 
die DiflFerenz der kiDCtischen und potentiellen Energie des 
Systemes^ so lauten die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen, 
die in Bd. I, § 15^ Gl. 64 a^ S. 45 abgeleitet worden sind: 

Aus einer solchen Lagrangeschen Gleichung läßt sich nun 
Formal unsere Bewegungsgleichung (116) ableiten. Wählen wii* 
als ,^ Antrieb spunkt" etwa den Mittelpunkt des Elektrons^ so 
ist p^ mit dem durcblaufenen Wege s zu identifizieren, q^ 

Mt ^ , d. h. mit I ti I ^ während P^ die äußere, der Bewegunge- 

lichtung parallele Kraftkomponente R^ ist. Da nun in dem 
vorliegenden Falle die Lagrangesche Punktion von dem durch- 
laufenen Wege s unabhängig ist, so geht in der Tat die 
Lagrangesche Gleichung (116 a) in (116) über. 

At)r»h«inr Theort« der KlpktriscItM, H. 9. Aufl. 12 
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Wählen wir andererseits für p^ einen Parameter, welcher 
die Konfiguration eines gleichförmig bewegten Syatemes elek- 
trischer Ladungen bestimmt, so ergibt (116 a) 

(116b) al + ^^-ö- 

Auch diese Beziehung stimmt mit unserer Theorie überein. 
Denn wir hatten in § 18 gezeigt, daß die inneren Kräfte, die 
in einem gleichförmig bewegten Systeme von Ladungen wirken, 
sich aus einer Kräftefunktion V ableiten lassen; diese Kräfte-, 
funktion, deren Abnahme der Arbeit der inneren Kräfte gleich 
ist, war, nach (104 b), entgegengesetzt gleich der Lagrangeschen 
Funktion L. Es stellt also auch in unserer Theorie (116b) 
die Bedingung des Gleichgewichtes der inneren und der äußeren 
Kräfte in einem gleichförmig bewegten Systeme elektrischer 
Ladungen dar. 

Sucht man, mit Maxwell und Hertz, die Gesetze der 
Elektrodynamik aus den Prinzipien der Mechanik abzuleiten, 
so muß man im elektromagnetischen Felde verboi^ene Be- 
wegungen träger Massen annehmen. Identifiziert man die 
magnetische Energie mit der kinetischen, die elektrische mit 
der potentiellen Energie dieser Massen, so gelangt man auf 
Grund der Lagrangeschen Gleichimgen in der Tat zu Ergeb- 
nissen, welche der Form nach mit denen unserer Theorie 
durchaus übereinstimmen. Es ist indessen zu bemerken, daß 
in der analytischen Mechanik die kinetische Energie T als 
Funktion zweiten Grades der Geschwindigkeiten der Antriebs- 
punkte angenommen, die potentielle Energie ü als unabhängig 
von der Geschwindigkeit betrachtet wird. In dem vorliegenden 
Falle hingegen sind T und ü Funktionen der Geschwindigkeit 
des Elektrons, T aber keineswegs eine Funktion zweiten Grades. 
Wir befinden uns demnach keineswegs auf dem Boden der 
Annahmen, von denen die analytische Mechanik ausgeht. Den- 
noch haben wir, von den Grundgleichungen (I bis VII) der 
Mechanik der Elektronen ausgehend, wenigstens für stationäre 
und quasistationäre Bewegungen, die Lagrangeschen Gleichungem 
als gültig erwiesen. Wir haben gezeigt, daß in unserer 
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rein elektromagnetisehen Djnamik des Elektrons die 
Lagraugeschen G-leichungen gelten. Dadurch haben wir 
den Gültigkeitsbereich der Lagraugeschen Mechanik wesentlich 
erw^eitertj indem wir ihn yon langsamen Bewegungen, bei denen 
T eine quadratische Funktion der Geschwindigkeit ist, auf be- 
liebig rasche Bewegungen (mit Unterlichtgeschwindigkeit) aus- 
gedehnt haben. Wir haben ferner in der Djnamik dea einzelnen 
Elektrons den Grundgedanken des elektromagnetischen Welt- 
bildes (§ 16) zur Durchführung gebracht, welcher fordert^ nicht 
die elektrische und magnetische Energie auf die potentielle und 
kinetische Energie der Mechanik, sondern umgekehrt die kine- 
tische und die potentielle Energie auf die magnetische nnd 
elektrische Energie zurückzuführen. 

Wir kehren nunmehr zum speziellen Falle des kugel- 
förmigen Elektrons zurück. Wir setzen für den Betrag des 
Impulses den in (113 a) erhaltenen Wert ein nnd berechnen 
auf Grund der Formeln (115) und (115 a) die longitndinale 
und transYersale Masse. Wir finden 

Für Geschwindigkeiten, die so klein sind gegen die Licht- 
geschwindigkeit, daß ß^ gegen 1 zn vernachlässigen istj ergibt 
sich bXb gemeinsamer Grenzwert der longitudinalen und der 
tra.nsTersalen Masse 

(117b) 



2 €* 



Die Formeln (117^ 117a, b) gelten im Falle der 
Flächenladung. 

Im Falle der Volumladung, wo die Bewegungsgröße im 
Verhältnis 6 : 5 vermehrt ist, sind alle drei Ausdrücke mit 
diesem Faktor zu multiplizieren. Es wird z, B. 

(117c) m^^^ '' 



b at^ 
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Wir fassen beide Fälle, den der Flächenladnng 
und den der Yolumladung des kugelförmigen Elek- 
tronSy zusammen, indem wir schreiben 



(117d) 



(117e) 



«(/»)-,'.(->G^?)+i^|, 
*(«-F(C-4f')'"Ci±0-M- 



Für m^ ist hier im Falle der Flachenladung der Wert 

(117 b), im Falle der Yolumladung der Wert (117 c) zu setzen 

Für die spezifische Ladung langsamer Eiathodenstrahlen folgt 

im ersteren Falle 

e 8 ac 

woraus sich für den Radius des Elektrons ergibt 

2 e 

Wir fuhren hier den in Gleichung (2) angegebenen Wert 
des elektrischen Elementarquantums und den aus den Kauf* 
mannschen Messungen an Becquerelstrahlen durch Extrapolation 
abgeleiteten Wert der spezifischen Ladung (GL 123 in § 21) ein; 

^-lO-«^, %"1,82.10^ 

Wir erhalten dann 
(118) a - 1,21 . 10"^* cm (Flachenladung). 

Im FaUe der Volumladung ist dieser Wert mit 6 : 5 zu 
multiplizieren; er wird 

(118a) a = 1,46 • 10"^' cm (Volumladung). 

Diese Zahlen sind natürlich mit denselben Fehlem be- 
haftet wie die Bestimmungen von e und tjq. Immerhin kann 
man wohl behaupten: Der Radius des Elektrons ist 
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waan man die Masse als rein elektromagnetisch an- 
nimmt, in die Grenzen 

einzuschließen. An Stelle der Formeln (117 d^e) kajm man 
auch die Reilienentwickelungen setzen 

C118C) m^=n^,[l + ^J^+l-ß* + ^^ß^ +...]. 

V Für UiiterlichtgeBchwindigkeit — und nur hier gelten 
die Formeln (llTd, e) überhaupt — sind diese Reihen kon- 
vergent. Man siehtj daß bei rascher Bewegung die longitudinale 
Masse stets größer ist als die traasverBale. Wirkt eine 
Kraft schief zur Bewegungsrichtnng, bo ist die Be~ 
schleunigung keineswegs der Kraft parallel; der Be- 
schleuBigungsvektor schließt vielmehrj da die longitudinale 
Trägheit die transversale überwiegt, mit der Bahntangente im 
allgemeinen einen größeren Winkel ein als der Eiaftvektor. 
Nur wenn die Kraft parallel oder senkrecht zur Bewegungs- 
richtung wirkt, stimmen Kraft und Beschleunigung der Rich- 
tung nach überein. Die Masse ist eben in der Dynamik des 
Elektrons kein Skalar wie in der gewöhnlichen Mechanik. 
Die Kraft ist hier eine lineare Yektorfunktion (Bd. I, § 14) 
der Beschleunigung von allgemeinerer Art, Die „elektromagne- 
tische Masse" ist das Koeffizientensyatem der Gleichungen, 
welche die Kraftkomponenten durch die BeschleunigungS" 
komponente ausdrücken. Das System der elektromagne- 
tischen Massen ist ein Tensortripel von rotatorischer 
Symmetrie um die Bewegungsrichtung des Elektrousj 
es ist etwa zu vergleichen dem Systeme der Trägheitsmomente 
eines Rotationskörpers, welches gleichfalls durch zwei Größen, 
das Moment um die Rotation saehae und um eine zu ihr senk- 
rechte Achse, erst bestimmt wird; es ist in entsprechender 
Weise geometrisch darzustellen. 
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§ 21. Die Ablenkbarkeit der Kathodenstrahlen 
und der /S-Strahlen. 

Bei schnellen Eathodenstrahlen und bei den sogenannten 
/S-Strahlen radioaktiver Körper hat man es mit negativen 
Elektronen zu tun^ deren Geschwindigkeit keinesw^s klein 
gegen die Lichtgeschwindigkeit ist; hier kommt die ünte^ 
Scheidung der longitudinalen und der transversalen Masse in 
Betracht. Für die Ablenkbarkeit der Strahlen ist selbstverständ- 
lich die transversale Masse m^ und die entsprechende „trans- 
versale spezifische Ladung'' 

(119) Vr-Z^ 

maßgebend. Dabei ist e der elektrostatisch gemessene Betrag 
der Ladung. 

Werden die /3-Strahlen durch ein zur ursprünglichen Strahl- 
richtung senkrechtes magnetisches Feld abgelenkt, so ist die 
Bahnkrümmung gemäß Gleichung (7) 

Die Geschwindigkeit bleibt bei der Bewegung im mito- 
tischen Felde konstant, da die im magnetischen Felde auf die 
Elektronen wirkende Kraft stets senkrecht zur Bewegungs- 
richtung gerichtet ist; der einzige Unterschied gegenüber lang- 
samen Eathodenstrahlen liegt hier darin, daß rj^ eine Funktion 
der Geschwindigkeit ist. Es ist nach (117 e) 

(119b) ^^='?o-84- 

Bei der Bewegung im elektrischen Felde liegt die Sache 
komplizierter. Zunächst ist der Zuwachs der Energie auf einem 
gewissen Wege der Arbeit der elektrischen Kraft gleich. Die 
Geschwindigkeitsänderung des negativen Elektrons auf einem 
gewissen Wege ist dementsprechend im elektrostatischen Felde 
bestimmt durch 

(120) W-W, = e(q>-<p,), 
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wo gemäß (113b) und (117 b) zu setzen ist 

(120a) W^-Tf^„ = J,„,.>{lln(g-^-lln(l±&)l. ., 

Sind die ursprüngliche Geschwindigkeit cß^ und die durch- 
laufene Potentialdiffer^nz bekannt, so ist die Endgeschwindig- 
keit cß aus der trAnszendenten Gleichung zu berechnen 

Für kleine Werte von ^q und ß gilt näherungsweige 
(120c) ß^ + ^ß^...^ß^^+tß^* + ... + lf{cp-<p,y, 

vernachlässigt man hier ß^ gegen ^^, ^/ gegen ß^^^ so gelangt 
man zur Gleichung (5 a) zurück. Aber auch hei Kathoden- 
strahlen wird man, wenn es sieb um genaue Messungen handelt, 
gut tun, die Gleichung (120c) an Stelle von (Öa) zu setzen. 
Liegt etwa der in § 2 erörterte FaU Tor^ daß den Kathoden- 
strahlen durch ein elektrostatisches Feld ihre ganze Geschwin- 
digkeit erteilt worden iat, so ist in (120e) ß^ gleich Null mi 
setzen. Tritt der Kathodenstnihi nun in ein magnetisches 
Feld ein^ so bestimmt sich die BahnkrÜmmung aus (119a\ 
wotei derjenige Wert Ton t^^ in Rechnung zu ziehen ist, 
welcher dem aus (120 c) zu ermittebideu Werte von ß nach 
(119b) entspricht 

Bei geradliniger Bewegung im longitudinalen elektro- 
statischen Felde reicht die aus der Energiegleichung abgeleitete 
Relation (120b) aua. Besitzt indessen das elektrische Feld auch 
eine transversale Komponente^ so beatimmt die Energiegleichung 
nicht vollständig die Bewegung; es ist die Impulsgleichnng 
heranzuziehen. Diese ergibt^ für die Ladung — e: 



121} 



6^ dt. 



Handelt es sich um ein homogenes äußeres elektrisches Feld, 
^(ie es sich zwischen zwei Koudensatorplatten herstellt, so ist 
(121 a) ® - ®o - - e^%t - Q 
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die Anderang des Impnlses des negativen Elektrons. Die Be- 
wegungsrichtnng des Elektrons ist stets seinem Impulse parallel; 
daher folgt aus (115a) und (117e) 

so daß (121a) zu schreiben ist 

(121b) i^OJ) - »»^(/Jo) - - jc^tt-C«- <»). 

Kennt man die anfangliche Geschwindigkeit Hq und die 
Zeit; während deren das negative Elektron das homogene Feld 
durcheilt; so ist durch diese Beziehung die Endgeschwindigkeit I 
der Größe und der Richtung nach bestimmt 

Auch ein zur ursprünglichen Bewegungsrichtung senk- 
rechtes elektrisches Feld ändert^ im Gegensatz zu dem magne- 
tischen Felde ; den Betrag der Geschwindigkeit, weil im ye^ 
laufe der Bewegung H eine zu ü^ parallele Komponente erhält. 
Ist indessen die Ablenkung des Strahles durch das transversale 
elektrische Feld nur gering , so kann man die Änderung des 
Betrages der Geschwindigkeit vernachlässigen und an Stelle 
von (121b) die vereinfachte Beziehung setzen 

(121c) (H - tio)^(/3) - - |c%««(^ - g, 

indem man ß als konstant ansieht. Ist etwa die rc-Achse der 
ursprünglichen Bewegungsrichtung parallel, so gilt in diesem 
GxenzfaUe unendlich geringer Ablenkung femer 

und, wenn i6^ parallel der negativen y-Achse weist, 

Es folgt daher als gesamte , beim Durchlaufen des elek- 
trischen Feldes stattfindende Ablenkung parallel der y-Achse 

(121d) y-c,jea|^_c,J«-l(^*. 

Die unendlich kleine elektrische Ablenkung ist 
bei langsamen Kathodenstrahlen dem Quadrate der 
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Jeeehwindigkeit umgekeiirt proportional, die magne- 
tische der Geschwindigkeit. Letzteres folgt aus (119a), 
la eine unendlich kleine Ablenkung im magnetischen Felde 
lern Kj-ümmnngeradiuB R una gekehrt proportional ist. Bei 
len Radinmstrahlen hingegen nehmen beide Ahlen- 
cnngen stärker mit wachsender Geschwindigkeit der 
Jtrahlen ab; denn es üimmt die traiLSyersale öpeai- 
fische Ladung t^^^ nach (119b)j mit wachsender Ge- 
schwindigkeit ab. 

Durch Kombination Ton (119a) und (121 d) folgt 

Es kann also durch Kombination der magnetischen 
und der elektrischen Ablenkung sowohl die Geschwin- 
digkeit als auch die trausversale spezifische Ladung 
vermittelt und so die von der Theorie geforderte Be- 
ziehung zwischen diesen beiden Größen experimentell 
geprüft werden. 

Dieses Ziel war es, welches W. Kaufmann ^^) bei seineu 
Untersuchungen verfolgte. Läßt man die Yon einem Kömchen 
Badiumbromid auegehende Strahlung durch eine kleine Öffnung 
treten j so bildet sich die Öffiiung auf einer senkrecht zur 
Strahlrichtung gestellten photographiachen Platte als Punkt 
ab. Bei elektriacber Ablenkung wird^ infolge der verschiedenen 
Geschwindigkeiten der Elektronen, das von den ^-Strahlen 
herrührende Bild in einen der Richtung des elektrischen 
Feldes parallelen geraden Strich ausgezogen; bei magnetischer 
Ablenkung ergibt sich ein zur magnetischen Feldrichtung senk- 
rechter Strich. Die j^Inhomogenität^^ der Strahlung macht es 
uumögUchy auf diese Weise die Ablenkung der einzelnen Strahl- 
teilchen zu bestimmen. Es gelang indessen Kaufmann, gerade 
die Inhomogenität der Strahlung zur Lösung der Autgabe zu 
benutzen, indem er gleichzeitig elektriBch und senkrecht dazu 
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magnetisch ablenkte. Bei dieser^ der Kundtschen Methode der 
Dispersionsmessung durch gekreuzte Spektren entsprechenden 
Anordnung wurde auf der photographischen Platte eine Kurre 
erhalten; die Koordinaten eines jeden Punktes der Kurve 
zeigten direkt die elektrische hzw. die magnetische Ablenkung 
des betreffenden Strahlteilchen an. Indem Kaufmann die 
Strahlen zwischen den Platten eines Kondensators hindurch- 
treten ließ; welche nur um 1,2 mm voneinander entfernt und 
auf einer Potentialdifferenz von 2500—3000 Volt gehalten 
waren, indem er femer parallel dem elektrischen Felde gleich- 
zeitig ein magnetisches Feld erregte, erhielt er photographische 
Kurven, welche direkt die elektrische Ablenkung eines homo- 
genen /3-Strahles als Funktion der magnetischen Ablenkung 
darstellten. Dabei ist zwar, da es sich nicht um unendlich 
kleine Ablenkungen handelt, die elektrische Ablenkung nicht 
genau proportional dem in (121 d) berechneten y z\x setzen, 
und die magnetische Ablenkung nicht genau umgekehrt pro- 
portional dem in (119a) angegebenen Krümmungsradius B. 
Immerhin lassen sich den auf der photographischen Platte 
direkt beobachteten Ablenkungen zwei nur wenig von ihnen 
verschiedene Größen y' und 0', die „reduzierte elektrische Ab- 
lenkung^' und die „reduziei-te magnetische Ablenkung*^ zuordnen, 

welche den in (122) und (122 a) eingehenden Größen y und -^ 

proportional sind; jene beiden von der Theorie geforderten 
Beziehungen lassen sich schreiben 

(122b) ß-h-y, 

(122c) t{ß) = h-f- 

Die Konstauten k^ylc^ hängen noch von den Abmessungen 
der Apparate, den Feldstärken, femer von i]q und c ab. 

Die Prüfung der Theorie an der Hand der Beobachtungs- 
ergebnisse wurde so durchgeführt, daß zunächst versucht wurde, 
die gemessenen reduzierten Ablenkungen durch die Formel 
(117e) darzustellen, wobei die Kurvenkonstanten \ und k^ 
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liiacli der Methode der kleinsten Quadrate berechnet wurden. 
[Die Resultate sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt. 
Die ersten beiden Zeilen enthalten die gemessenen redu- 
' zierten Ablenkungen b' ujid y\ Die dritte Zeile gibt die auf 
I Grund der Formeln (lä2b, c) berechneten Werte von y' an. 
[Die Abweichung (5 der beobachteten und der berechneten Werte 
ron y* in Mikron sind in der yierten Zeile aufgeführt; sie ge- 
statten ein Urteil über die Genauigkeit, mit welcher die theo- 
Iretiscbe Formel (llTe) für die transveraale Masse gültig ist 
IDer mittlere Fehler der Kurrenpunkte beträgt nur 5 Mikron. 
pDie fünfte Zeile endlich enthält die Gesehwindigkeitawerte ß, 
^bezogen auf Lichtgeaehwindigkeitj welche sich den Ablenkungen 
iuf Grund unserer Theorie zuordnen. 



z' ' y' beob. 


y' ber. 


Ö 


^ 


0,1350 


0,0246 


0,0251 


- 5 


0,974 


0,1919 


0,0376 


0,0377 


~ 1 


0,922 


0^400 


0,0502 


0,0502 





0,867 


0,2890 


0,0ü4ö 


0,0649 


- 4 


0,807 


0,3359 


0,0811 


0,0811 





0,752 


0,3832 


0,1001 


0,0995 


+ 6 


0,697 


0,4305 


0,1205 


0,1201 


+ 4 


0,64f» 


0,4735 


0,1405 


0,1408 


- 3 


0,610 


0,5252 


0,1667 


0,1682 


-15 


0,566 



Ob die Theorie den Zusammenhang der Kurveukonstanten 
und ^3 mit den Feldstärken richtig wiedergibt ^ versuchte 
[aufmann durch Messung der Feldstärken festzustellen. Für 
Iden Quotienten ans elektriecher und maguetiacher Feldstärke 
lergab sich eine Abweichung von nur B^5 7ö zwischen dem 
[aas den Eurvenkonstanten berechneten und dem gemessenen 
fcWerte, 

Man kann ferner die Theorie prüfen^ indem man den ans 
ien Kurven extrapolierten Wert der apezifiBchen Ladung % 
ingsamer Elektronen mit dem für Kathodenstrahlen (§ 21 * 
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Es folgt demnach; mit Rücksicht auf (148b) 

(150a) J{t»')dt^ Troi+ TTi- TTo 

_2(,r.-w.)-^'(i..fj±Ä)-2). 

Die gesandte Arbeit bei plötzlicher Fortschlen- 
derung ist doppelt so groß, als wenn die Geschwindig- 
keit H^ auf quasistationäre Weise erreicht worden wäre. 

Da in dem Zeitintervalle 0<<<f* die Geschwindigkeit! 
konstant gleich H^ ist; so ist das Zeitintegral der äußeren £jift 
dem Betrage nach gleich dem durch die Geschwindigkeit ge- 
teilten Zeitintegral der Arbeit: 



mithin 






(150b) J^dt^,,.-^\^ln{\±^)-2Y 

Der Impuls und die Arbeit der äußeren Kraft haben beide 
einen endlichen Wert, wofern die Geschwindigkeit, die herTO^ 
gerufen wird, kleiner als die Lichtgeschwindigkeit ist. 

Geht man nun zur Grenze der Lichtgeschwindigkeit über, 
so werden allerdings, den Gleichungen (150a, b) zufolge, die 
Zeitintegrale der Kraft und der Arbeit beide unendlich. Es 
ist aber zu beachten, daß dabei nach (150) die obere GrreDze 
der Integrale, d. h. die Zeit, zu der die Welle das Elektron 
überstrichen hat, ins Unendliche wächst. Und hierdurch allein 
wird das Unendlichwerden der Zeitintegrale bedingt, wie P. Hertz 
gezeigt hat. Zu jeder endlichen Zeit nach dem Stoße 
bleiben auch bei Erreichung der Lichtgeschwindigkeit 
die Kraft, der Impuls und die Energie endlich. 

Unsere Dynamik des Elektrons schließt also keineswegs 
die Möglichkeit aus, daß in der Natur mit Lichtgeschwindig- 
keit bewegte Elektronen vorkommen, sei es, daß wir die An- 



tte. 
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lahme der Fläch ejiladung oder diejenige der Volumladung be- 
rorzugen. Freilich liegen in diesem singTilären Falle sehr 
rerwickelte Verhältnisse vor. Da das Elektron iich mit derselben 
Jescbwindigkeit bewegt wie die Wellen^ die es bei Erreichung 
ainer Geschwindigkeit entsandt hat, so kann man hier die 
rellenstrahlung von der Konvektionsstrablniig nicht sondern, 
fan mu& beide gemeinsam betrachten nnd die Energie und 
lie Bewegnngsgröße des gesamten Feldes in Bechnnng ziehen. — 
Lnf den FaU der Überlichtgeschwindigkeit kommen wir weiter 
aten in § 27 znrück. 

26. Die innere Kraft eines beliebig bewegten Elektrons. 

Wir haben in § 24 die elektromagnetische Potentiale 
feines beüehig bewegten kugelförmigen Elektrons dnxch Integrale 
ich dem Latenswege dargestellt. Der direkteste Weg zur 
erechnung der inneren Kräfte wäre der, aus jenen Formeln 
Idaa Feld nnd den Vektor % zn bestimmen^ nnd dnrch Inte- 
lgration über das Volumen des Elektrons die innere Kraft nnd 
iDrehkraft zu ermittehi. Es ist Ä. Sommerfeld ^^) gelungen^ die 
|Schwierigkeitenj die sich der Beschreitung dieses Weges ent- 
jegenstellen, zu überwinden. 

Die Verknüpfung des durch die Grundgleichung (V) ge- 
[gebenen Vektors Jf? ^^^ elektromagnetischen Kraft pro Einheit 
[der Ladung j mit den elektromagnetischen Potentialen ist leicht 
m finden. Nach {2S) und (29) ist 

5 ^ e + ^ [b #] = " V <^ - 1 ^^ + 4 [» curl %i 

Führen wir ein Bezugsystem ein^ welches die traus- 

ntorische Bewegung des Elektrons mitmacht, so ist nach Bd. I^ 

|.GL 116, S. 116: 

~Jt ^ dt 

ie von diesem Bazngajstem aus beurteilte zeitliche Änderung 

les Vektors W, Da ö^, die Geschwindigkeit des Mittelpunktes 

[des Elektrons^ vom Orte überhaupt nicht abhängt j so folgt 

aus Regel (v) der Formelzusammenstellung in Bd. I, S. 453 

V(llo«) = (öoV)« + [öoCurl«]. 

A b r » li a m , Tlieorie der Eloktraität. IL ». Atifl, t Ö 



^='^- + («.oV)«l 
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Es ist demnach 

Führen wir dieses in den Ausdruck des Vektors % ein 
und setzen an Stelle von t wieder die Variable l °- et, so er- 
halten wir unter Beachtung der kinematischen Ghrund- 
gleichung (VU): 

(151) 5 =._V9r_£^« +![[„,] cor!«] 

Der hier auftretende Skalar 

(151a) V-0-lc,V) 

geht bei gleichförmiger Translationsbewegung in das Eon- 
vektionspotential über, als dessen negativer Gradient sich bei 
einer solchen Bewegung der Vektor ^ darstellt 

Wir wollen uns mit einer beliebigen rotationslosen 
Bewegung des Elektrons beschäftigen. Hier ergibt (151) 

(151b) ^ = _v^--^.-?. 

Im Falle gleichförmiger Volumladung bestimmt sich 
hieraus die innere Kraft 

folgendermaßen : 

(152a) -St^--^^Jäv[vW + '-;^]. 

Im Falle der Flächenladung muß man bei der Berechnung 
der inneren Kraft vorsichtiger zu Werke gehen; es sind nämlich 
die räumlichen und zeitlichen DiflFerentialquotienten der Poten- 
tiale an der geladenen Fläche nicht stetig. Man berechnet 
daher zunächst die Kraft, welche das Elektron auf eine ge- 
ladene Kugel vom Radius b^a ausübt, und geht erst nach 
Auswertung dieser Kraft zur Grrenze 6 = a über. Diese Ab- 
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Für /5 < 1 ist die innere Eraft Null, sowohl im Falle der 
Flächenladung wie im Falle der Yolumladung. Es folgt das 
uns bereits bekannte Resultat: Die gleichförmige gerad- 
linige Bewegung mit Unterlichtgeschwindigkeit ist 
eine kräftefreie Bewegung des Elektrons. 

Für /3 > 1 hingegen folgt aus (158) und (158 b) für den 
FaU der Flächenladung 

00 

(158c) --J«-^^-Lim|^r^sin5asin56. 



um das Integral nach s auszuwerten, teilen wir das 
Integrationsinteryall in zwei Teile, < 5 < £ und £ < 5 < oo 
Es wird 

00 e 

r— sin5asia56= / — sinsasiast 



+ ¥J y cos(&-a) s - yJ y cos(6 + a)s. 

e « 

Für die Differenz der beiden letzten Integrale folgt, nach 
Einführung der Variabein p =-\b — a\s bzw. p == (b + a)s, 

00 00 « (6 + a) 

1 r dp 1 r dp 1 r dp 

_J cosp-^--j oosp-f^-J oosp^ 

«|6 — a| e{b + a) «|6 — a| 

«(6 + a) e{b + a) «(6 + a) 

«|6-a| «|6-a| e|6-a| 

Durch Summation folgt 

/ä«. . , l7/& + «\, Cds . . , 

— sinsa smso = — m (n— ' — ,) + I —Bmsasmso 
8 2 \\h — a\J\Js 



t{b+ä) 
- r^sin^f 

J P 2 

e|&-a| 

Diesem Ausdrucke proportional ist die Kraft, welche das 
fiäehenhaft geladene Elektron auf eine mitbewegte konzentrische. 
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hingegen im Falle der Yolumladung 

(154a) - /, . ft -fdx{l - ^.=-'} Vr& + 7^ A*».-.&. 

Hierbei yerstehen wir unter % den Fahrsirahl, der Yon 
irgendeinem im Räume festen Punkte nach dem Mittelpunkte 

des Elektrons in seiner zur Zeit t^ - eingenommenen Lage 

gezogen ist. Den in (154) und (154a) eingehenden Ghradienten 
Yon X erhalt man^ indem man die durch Vr angedeutete Yer- 
rückung des Mittelpunktes vömimmt und dabei l und X kon- 
stant hält. 

Um diese Ausdrücke der resultierenden inneren Kraft aus- 
zuwerten^ ist die in (153) eingehende Funktion % von X nach 
den Angaben des § 24 zu berechnen^ und es sind die durch 
(153 C;d) angedeuteten Integrationen über die Ausdehnung des 
Elektrons auszuführen. Es kommen dabei nur solche Werte 
von A in Betracht^ für welche die um den betreffenden Auf- 
punkt gelegte Kugel vom Radius k das Elektron in seiner zur 

Zeit eingenommenen Lage schneidet. Ln Falle der Flächen- 
ladung ist die Bedingung hierfür die in (135) angegebene: Es 
muß eine Dreiecksbildung aus den drei Strecken R, l,a möglich 
sein. Nach (136) ist dann die in (153) eingefiihrte Größe % 

gleich 2~R) s^® ^s* gleich Null, wenn keine Dreiecksbildung 

aus jenen drei Strecken möglich ist. Nun kann ein und derselbe 
Au^unkt für die früheren Lagen des Elektrons bald ein innerer 
und bald ein äußerer sein, so daß die Grenzen, innerhalb deren 
X von Null verschieden ist, durch (135b) bzw. durch (135a) 
gegeben werden. Auch sind alle zur Zeit t vom Elektron be- 
deckten Aufpunkte in Betracht zu ziehen. Hiemach wären zur 
Bestimmung von x bereits bei Flächenladung sehr umständliche 
Fallunterscheidungen notwendig; unter Annahme von Volum- 
ladung wären dieselben noch zahlreicher. 

Diese Fallunterscheidungen vermeidet nun Sommerfeld 
durch einen Kunstgriff; er stellt die verschiedenen Werte- 
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i5gEclikext©ii Ton % durch einen eiaheitliehen analytiechen 
Ausdruck dar, nach Ai-t des DiriehletBchen diskontinuierlichen 
L^aktors. Bekanntlich*) ist 

/ sin sx — — ± ^ für X ^ 0. 



Betrachten wir jetzt das Produkt 
iin sa ■ sin sB ■ sin sl ^ Bm s (a + B — l) + sin s(a — R + l) 
— Bms(a + B+ X)^Bms(a — B^l). 
Von den vier Größen 
a + B — k, a- B+ k, -a — B — l, - a + B + X 

id drei positiv und nur eine ist negativ, falls Dreiecfcs- 
[diing ans den drei Strecken a, B^ k möglich ist; ist hin- 
gegen die Dreieckabüdnng nicht möglich , weil eine der drei 
Strecken größer ist als die Summe der beiden anderen, so 
sind von den vier Größen zwei positiv und zwei negativ. Das 
Integral 

>/ sin sa ' sin sü - sin sA ■ ~ 
iBL mithin gleich j oder gleich Null^ je nachdem eine Dreiecks- 

hildnng möglich ist oder nicht. Wir können daher im Falle 
der Fiächenladnng die Große ^ durch dieses Integral aus- 
drücken: ^ 



> mn 



SO daß das skalare Potential (153) wird 






sin sa sin sk 






Was den Fall der Volumladimg anbelangt^ so können wir 
leicht auf denjenigen der Flächen ladung zurückführen, 



'L Edemaim- Weber. Die part. Diffgl d. math. Phjs. I, § IS, 8. 29. 
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indem wir die Kogel vom Radius a in Kugebchichten z^^' 
legen, Yom Radius r, von der Dicke dr und der Ladung 



43r(>r^dr =- -^r^dn Sckreiben wir in (155 a) statt a jetetr^ 

statt e jetzt -jr^rff, io entsteht durch Integration nach r das 

skalare Potential des gleiohförmig über sein Yolunien ge- 
ladenen Elektrons: 

= — 5 I dl I BmsX — ^ I r Bmsrdr. 



Da nun gilt 



/• 



r sin sr dr ■- 



ain sa — sa eoa s a 



so wird im Falle der Volamladung 



(155b) * = ^j '?^^/ 8«>«^^-(- 



iinsa — saco&sa] d& 



(»«)• 



(155c) 



In diesem Falle ist der Größe x ^^^ Wert zuznschreiben 
aiasJS f Binsa^saoOHsal ds 



^^ = ^aß 



sin SÄ - 



E 



(sa)' 



In den drei in § 24 unterschiedenen Lagen des Auf- 
punktes muß ^Xz^^ die Werte (137), (138) und Null an- 
nehmen. Die gefundenen einheitlichen analy tischen Ausdrücke 
gestatten ea^ ohne weiteres die zur Berechnung der Mittel- 
werte ^1, jfi erforderlichen Integrationen über die Oberfläche 
b^w. über das Yolumen des Elektrons auszuführen. 

Wir verstehen unter N (Abb, 4) den Ort des Mittel- 
punktes des Elektrons zur Zeit t^ unter M seinen Ort zur Zd|H 

t — ~ ^ Um N schlagen wir eine Kugel mit dem Radius &* 

über diese Kugel ist jfj zu integrieren ^ um den durch (153c) 
definierten Mittelwert zu berechnen. Es sollte Z der va 
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Abb. 4. 



n 



emem beliebig gewählten, aber dann festgehaltenen Rauiri' 

punkte aus nach N gezogene Fahrstrahl sein. Wir wählen M 

als diesen festen Pnnkt, so daß T^ 
" ier Betrag Ton 2^ durch die 
iBtiecke MN Torgestellt wird, 
IM bezeichnet nach wie Tor den ^"" 
ladinsvektorj der von M an» 

lach dem Punkte gezogen ist, 
[ftir welchen bzw. x berechnet 
[werden soll; das ist hier ein Punkt P auf der Oberfläche der 
[Kugel vom Radius h. Ist endlich g der Winkel, welcher in dem 
[Dreieck aus den Strecken B^ Tf h^ der Seite B gegenüberliegt, 
jso gut ^^j, ^^^ g _ r=^ + &ä - B\ 

Schreitet man längs der Kugelfläche fort, so sind T und & 
[konstant zu halten; es folgt 

bTsmtdt = BdR. 

Demnach ist der Flächeninhalt eines von zwei Breiten- 
Inkreisen l und £ + ^S begrenzten Streifens 

df^ 2zV sm tdt = —f 

Da nun längs eines solchen Streifens nach (155) die Größe 
2i konstant ist, so können wir für den Mittelwert (153 c) 
schreiben: r^-b 

(156) ^i=gib\/2i^ 



BdB. 



\T-h\ 



Diese Gfrenzbe Stimmung gUt sowohl dann, wenn M inner- 
halb wie auch] dann, wenn M außerhalb der Kugel vom 
Radius 6 liegt. Aus (155) und (156) folgt jetzt 

_ _ 1 



i /ü sin 5a sin SA— , 
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en fißdei sich ^ 

]^ = — • sin sT * sin «ft, 

"•0 dafi man Bchlleßlich erhalt 
(156ft) Xi = ^t,^ / sm^a smso— jj— sinsX^- 



För uHBer kugelförmiges Elektron laßt sich aach m Fäßl 
der Volum kdung die durch (153d) posttdierte Mittel werts- 
hildung ohne Schwierigkeit durchfuhren. In dem Ausdruck 

(lß5o} Ton %^ iet es nur der Faktor - ^ des Integranden, 

der für die Terschiedenen Punkte des Elektrons einen rer- 
Hchiedenen Wert hat. Der Mittelwert dieses Faktors berechnet 
iich nun für das Volumen der Kugel in ganz ähnlicher Weise^ 
wie oben für die Kugelfläehe. Es ist 

a T-irT 






aiü5r ^ rdr ^ 



ä am«T f sinfa— ^acoB^a ] 



«r 



(*«)' 



Demnach erbalten wir 



(156b) ^,- JJ^.J sinsA 






Indem wir die so erhaltenen Mittelwerte (156», b) von % in 
die allgemeinen Ansätze (154) und (154 a) fiir die innere Kraft 
*einführeD^ gelangen wir zu den Sonamerfeldachen Kraftj 
ausdrücken; 

(157) -|^..fi 

~ ^S y ''M ^ - "^'^ 1 ?j/ "!' "^ *" '»" '^ '^ "'^ Ä (— r-) 

IT- 1 2 I ji^ Z'd« ■ • 1 • 1 Binar 

+ bxnir-^ I axli,_j ( -, Bjnsfl SU150SU1SA —f- • 
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(157 a) 



St 



-/"|i-^-llA'l 



smsa — saooisa 



(»«)' 



1» . ,3 /n-asT\ 



+ 7glj''^»''-^J7^l Tis? ) «'HsA-y-. 

Diese Formeln stellen die vom kugelförmigenj rein 
translatoriscli bewegten Elektron auf sich sölbet aus- 
geübte Kraft im Falle homogener Fläcbenladung und 
homogener Volumladung in allgemeinster Weise dar. 

In Seiner Mitteilung in den Göttinger NaehrichteD hat 
Sommerfeld die Integrationen nach s ausgeführt; dabei gelangt 
der in § 17 erwähnte Umstand zur analytischen Fonnuhenmg^ 
daß die innere Kraft durch die Bewegung des Elektrons in 
einem endlichen, dem betrachteten Zeitpunkte unmittelbar voran- 
gegangenen Interralle bestimmt ist, wenigstens danUj wenn 
die Bewegung dauernd mit Unterlichtgeschwindigkeit oder mit 
Überlichtgeschwindigkeit erfolgt ist. Ausnahmefälle treten dann 
ein, wenn das Elektron sich zuerst mit Überlichtgeschwindig- 
keit und dann mit Unterlichtgeschwindigkeit bewegt oder gar 
die Richtung umkehrt; dann können offenbar Wellen, die vom 
Elektron selbst in einer längst vergangenen Epoche entsandt 
worden sind, eine Kraft auf dasselbe ausüben. AUe denkbaren 
Fälle werden durch die obigen Formeln in einen einheitlichen 
analytischen Ausdruck zusammengefaßt^ so daß die Ermittelung 
der inneren Kraft für eine gegebene Bewegung nur noch eine 
Sache der Rechnung ist. 

Sommerfeld hat auch die Drehkraft und die Botationa- 
bewegung in entsprechender Weise behandelt. Von größerem 
Interesse ist jedoch die Anwendung auf tranalatorische Be- 
wegung mit TJberlichtgeschwindigkBit, der wir uns jetzt zu- 
wenden wollen. 
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Um den Mittelwert irgendeiDer akalaren oder Vektorgröße 
q in einem Punkte P des Raumes zu beatimme% konstruieren 
wir um P eine Kugel ^ deren Radius physikalisch unendlich 
klein ist, und dividieren das über die Kugel erstreckte Volum- 
integi*al voü q durch das Volumen v der Kugel: 



(159) 






Bei der Vergleichung der Mittelwerte, welche zu zwei ver- 
sehiedenen Zeiten in einem und demselben Punkte herrschen, 
ist selbstverständlich der Radius der Kugel konstant zu halten, 

90 daß mau hat 

dq^ ^ dq 
dt'~ dt ' 



(159a) 



Es sind demnach Mittelwertsbildung und Diffe- 
rentiation nach der Zeit miteinander vertauschbare 
Operationen. Das gleiche gilt von den Operationen der 
Mittelwertsbildung und der Differentiation nach den Koordinaten, 
Hierbei handelt es sich um die Vergleichung der Werte von g, 
welche in zwei benachbarten Punkten P und P' des Raumes 
zu derselben Zeit bestehen. Ea sind dabei die Mittelwerte q 
durch zwei um P und P' geschlagene physikalisch unendlich 
kleine Kugeln von dem gleichen Radius definiert. Demgemäß 

1^* 2. B, a£_ j Jgfit? 

dx dx V 

nichts anderes als die durch Verrückung der Kugel paralld 
der oj-Achse bedingte Veränderung des Volumintegrales von q^ 
dividiert durch das Volumen der Kugel Diese Verändernng 
läßt sich darstellen als herrührend von den (positiven oder 
negativen) Beiträgen derjenigen Volumelemente ^ welche die 
Oberfläche f der Kugel bei der Verrückung beetreicht. Es folgt 

Andererseits ist der Mittelwert des Differentialquotienten 
von q nach x 
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erfolgt dann so rasch, daß aie sich der Beobachtung entzieht^ 
und es wird das Elektronenpaar dann nicht mehr als „Polari- 
sationselektron'^j sondern aiisschließlich als Magnetisierunga- 
elektron in Betracht kommen. 

Es kann natürlich auch Torkommen, daß ein und dasselbe 
Molekül gleichzeitig Polarisations- und Magnetisierunga- Elek- 
tronen enthält. 

Die Magnetisierungselektronen steuern nun ihrerseits einen 
Anteil zum Mittelwerte des Konyektionsstromes ^ bei. Die 
Berechnung dieses Anteiles können wir auf diejenigen Regeln 
ziirüekführen^ welche wir soeben zum Zwecke der Berechnung 
der mittleren, von den Polarisationaelektronen herrührenden 
elektrischen Dichte entwickelt haben. Wir verstehen unter t 
einen durchweg konstanten Hilfsvektor und bilden das Vektor- 
produkt aus ihm und dem magnetischen Momente m ent- 
sprechend der Rechnnngsregel ö (Bd. I, S. 452): 



[tm] = f,(ti(ttiO - B, (tr,)} + |^{t,(lli,) - li,(lr,)j + 



1_ d^ 
'3c ' dt\ 



^rUnalaufsbewegungen der Elektronen so gering ^ daß in einem 
physikalisch unendlich kleinen Zeitintervalle eine große Zahl 
Ton Umläufen stattfindet ^ so fällt bei der Mittel wertsbildnng 
über ein solches Intervall das zweite Glied fort; denn die 
Konfiguration der Ladungen im Moleküle bleibt im Mittel un- 
geändert. Die entstehende Gleichung 

(164) [tm] = r, (i, ^) + r, (t, ^^j"') + ■ - • + t,(i, ^^f) 

ist der Gleichung (161a) för das elektrische Moment des Mole- 
küles an die Seite zu stellen. Dem Skalar e dort entspricht 

hier der Skalar ft, - 1- Derselbe genügt^ falls der Vektor |i 
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(vgl. 161a) far das betreffende Molekül gleich Null ist, der 
Bedingung 

(164a) (t,?iii) + (t,«.it) + ... + (t,^)-0, 

welche (161b) entspricht. 

Führen wir nun den Vektor ein: 

(164b) 9t = N'm' + JV" m"+ • • •, 

welcher die von den verschiedenen Molekülgattungen her- 
rührende, auf die Volumeinheit berechnete Magnetisierung 
darstellt, so entspricht der Vektor [t9t] vollkommen dem 
Vektor fß (vgl. 161c). Wie wir in (162 a) aus fß den Mittel- 
wert Q der elektrischen Dichte ableiteten, so können wir nun- 
mehr aus dem Vektor [t9t] auf Grund der analogen Beziehung 



(t/"») diT[t!»l] 



den Mittelwert des von den Magnetisierungselektronen her- 
rührenden Konvektionsstromes ermitteln. Da t ein vom Orte 
unabhängiger Vektor ist, so ergibt die Regel X (Bd. I, S. 453) 

— div[t9l]-t curia». 

Da dieses für jede beliebige Richtung des Hilfsvektors t 
gelten muß, so folgt 

(164c) {p}^=c. curia» 

als Mittelwert des von den Magnetisierungselektronen 
herrührenden elektrischen Stromes. Die Mittelwerts- 
bildung bezieht sich dabei, wie aus den obigen Überlegungen 
folgt, auf physikalisch unendlich kleine Zeiten und physikalisch 
unendlich kleine Gebietsteile des Raumes. Der Strom (164 c) 
genügt der Kontinuitätsbedingung, ohne daß eine parallel 
gehende zeitliche Änderung der Dichte der Elektrizität zu be- 
rücksichtigen wäre. 

Wir schreiten nunmehr zur Summierung der Anteile, die 
von den verschiedenen Elektronenarten zur mittleren Dichte 
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der Elektrizität und des elektrischen Stromes beigeeteuert 
werden. Aus (160) und (162ii) folgt 

_(165) p = {^),+ {p)^=p-di7!p = 9'. 

Der erste Bestandteil^ die von den Leitunga- 
llektronen herrührende Dichte^ ist identisch mit der 
»iehte der wahren Elektrizität in der Maxwell- 
[ertzschen Theorie. In der Tat, die wahre Ladung eines 
ßiters ist diejenige, die nur durch einen Leitungsstrom ah- 
eandert werden kann, und die, wemi ein solcher fehlt, auch 
ann konstant bleibt, wenn der Leiter in ein anderes Dielek* 
rikum eingebettet wird. Die durch die Polarisation des 
Helektrikums abgeänderte mittlere Dichte q hin- 
fegen ist identisch mit der Dichte q' der freien Elek- 
trizität in der Maxwell-Hertzsehen Theorie. 

Als resultierender Mittelwert des elektrischen Stromes 
»Igt ans (160, 162 und 164 c) 

(165a) p = {^},+ [^o)p+(p}, 



i+ ^J + ccurlSHJ, 



Der erste Bestandteilj der von den Leitungs- 
elektronen herrührt, ist auch für magnetisierte Leiter 
mit der Dichte des wahren Leitüngastromee in der 
Maxwell- Hertzschen Theorie identisch. Derselbe be- 
etimmt die Änderung der wahren Ladung der Leiter. Die 
durch die Mitwirkung der Magnetisierungselektronen 
abgeänderte mittlere Dichte hingegen 
ri65b) i'^t + ccurlH 

Nt nichts anderes als die Dichte des freien Stromes 
^n der MaxwelLHertzschen Theorie (Bd. I, GL 176, S. 240). 
Wie ordnen sich nun die Vektoren @ und ^^ (B und § 
len Mittelwerten r und | zu, die im Eingänge dieses Para- 
Pgraphen in den Grundgleichungen (la bis IV a) der Elektronen- 
theorie auftreten? Wir sehen sofort, daß wir der quellenfreien 
Verteilung des Vektors © der magnetischen Induktion gerecht 
rerden^ wenn wir setzen 
[166) » = V. 
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imaUiiiigig Tau wahmehmbareti elektroniagiietischen Ursacbeit 
gmd und mit irgendwelebeii aonstigeii ptjsikali&dLeit oder 
chemischen Zustandeii des Korpen TerknOpft sind (Bd. I^ § 56). 
Nach der ElektroDentbeorie iM die eingepiigte Kraft eine 
liißei^^ an den Elektronen angtBtfende Kraft, Da nun nach 
den Grundhjpothesen der Elektronen theo de nur elektroma- 
gnetisehe Kräfte es sind^ welche an den Elektronen angreifeD^ 
«o müßte man postnlieren, daß die eingepmgten Exafte anf die 
elektromagnetischen Eiifte Terborgener Felder zapückgefükt 
worden. Dieses Ziel ist noch keineswegs erreicht. In Tielen 
I%Uen macht man, um zur Übereinßtimmnng mit den Ergeb- 
11189611 der Beobachtung zu gelangen, für die an den Elektronei 
angreifenden Efafte geeignete Ansitze, ohne sie weiter elektFt>' 
dynami@ek za begründen. 

§ 29, DiBpeimon dar elektromagnetiselieu DFeUen. 

Wir betrachten einen onmagneti gierbaren homogenen Iso- 
lator. Die für einen solchen geltenden Feldgleichnngen werden 
in der MaxweUBchen Theorie erhalten^ indem 91 und i gleich 
Nnll und 
(167) 4;rS = ^€, 4^f=(£-lf« 

geaetsi werden. Die Dielektrizitätakonstante £ wird dabei ab eine 
fär den betreffenden Isolator charakteristische KosustmLte be- 
trachtety an d die erhaltenen Feldgleichnngen werden anch auf 
die Felder der LichtweJlen angewandt (Bd. I, g 75). 

Die Elektronentheorie fuhrt die elektrische Polarisation 
anf eine Verschiebnng der gebundenen Elektronen zurück 
Die Proportionali^t der Momente der PolarisationselektroneB 
zur elektrischen Feldstärke erklärt sie durch Annahme qmmr 
elastischer Kräfte, welche dieselben in ihre Gleiehgewichtelagen 
tnrüekziehen. Solche qoaäelastisdien Kräfte mußten wir schon 
froher annehmen (§ 9)> um ^on der Existenz der in der Licht- 
emissioii sich kundg^frbmden Eigenschwingong^n EechenBchaü 
zu geben. Die Eigensehwingüngeii eigabw äch ohne weiter« 
aus der Annahme qnasielastischcr Krifl^e und aus der trägen 
MMse der Elektronen. 
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Ntin waren bekanntlich durch Annahme von Eigen- 
chwingnngen in den Molekülen der Hchtbrecheaden Körper 
'on Sellmeier^ Ketteier und Helmholta die Erscheinimgen der 
Hspersion erklärt worden. Man gelangte zu einer elektro- 

Eagnetischen Theorie der Diapersion, indem man der trägea 
aase der von den Lichtwellen in Schwingungen versetzten 
ektrischen Teüchen Rechnung trug. Wir werden bei der 
Darstellung der Elektronentheorie der Diapersion uns ina- 
jeaondere an H. A. Lorentz^), P< Drude '^) und M. Planck") aa- 
bhließen, 

I Wir betrachten eine ebene homogene elektromagnetische 
l^^eUe^ welche in dem homogenen isotropen Dielektrikum parallel 
(ar iT-Achae fortsekreitet; die WeUe sei geradlinig parallel dei* 
'Achee polarisiert, d. h. die magnetischen Vektoren § = 8 
^llen in die £^- Achse und die elektri sehen j ^ und @j in die 
•- Achse. Die Hauptgleichungen (Ib, Hb) ergeben 






'c 'dt ' 



das 



lithin nach Elimination von ^^ 




4.7cd^^^ ^*ß 



at' 



dx'' 



Für monochromatische Wellen von der Frequenz v wird 
die Abhängigkeit der Komponenten S und ® von x 
id t durch den komplexen Faktor 

^ ."(-VI 

^kennzeichnet sein, wo — die Geschwindigkeit der Wellen, 

fEunach den Brechungsindex des Körpers angibt 
Ans (167 a) folgt für diese WeUen: 
Akzeptiert man die von der MaxweUßchen Theorie be- 
lauptete Proportionalität Ton 2) und ® (GL 167), so gelangt 
pan zur Maxwellschen Relation n^=^£ zurück (Bd. I, GL 205 d, 
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S. 317). Wenn wir auch diese Beziehung nicht als allgemein 
gültig annehmen, so müssen wir doch fordern, daß bei ge- 
gebener Frequenz v 
(167b) 4^3) -n«e, 4Ä^ = (n«-l)« 

gelte, wo n eine zunächst noch unbekannte Eonstante ist 
Denn nur dann folgt aus den Hauptgleichungen auf Grand 
von (167 a) das von der Erfahrung bestätigte Ergebnis, daB in 
einem homogenen isotropen durchsichtigen Körper monochro- 
matische LichtweUen von gegebener Frequenz nach allen Rich- 
tungen mit der gleichen, von der Lichtsi&rke unabhängigen 
Geschwindigkeit sich fortpflanzen. Der Brechungsindei n, 
der in (167 b) eingeht, kann allerdings von der Frequenz der 
Schwingungen, d. h. von der Wellenlänge des Lichtes ab- 
hängen; diese Abhängigkeit bedingt eben Farbenzerstreuung. 
Die Elektronentheorie bringt den Brechungsindex in Zu- 
sammenhang mit der Zahl und den Eigenschaften der Polari- 
sationselektronen, indem sie die elektrischen Momente der- ^ 
selben mit der Feldstärke verknüpft. Sie geht dabei aus voa 
der Schwingungsgleichung (56, 56 a) der freien Eigea- 
schwingungen eines Dipols, in deren rechte Seite die äußer« 
elektromagnetische Kraft einzuführen ist. Es wird 

(168) g + *** = S»''- 

Wir nehmen nur eine einzige Elektronenart als mi 
schwingend an, und zwar sei p die Zahl der Elektronen 5L 
Molekül, N die Zahl der Moleküle im cm*. Die Polarisati^ 
der Volumeinheit wird dann gemäß (161c) 
(168a) ^^Npp. 

Auf den FaU verschiedener Elektronenarten kann nm» 
die Entwickelungen ohne Schwierigkeit ausdehnen. 

Die auf die Einheit der Ladung berechnete äußere Kraft i^^ 

(168b) r=e" + 7[öM, 

wobei unter e^ und ^^ der elektrische und der magnetische 
Vektor des äußeren Feldes im Äther zu verstehen sind. Den 
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zweiten Term in (168 b) pflegt man^ wenn kein konstantes 
äußeres magnetischea Feld mitwirkt und nur das magnetische 
Feld der Lichtwellen selbst in Frage kommt, gegen den ersten 
zu yemachlägsigeuj indem man die Greschwindigkeit der schwin- 
genden Elektronen als klein gegen die Lichtgeschwindigkeit 
betrachtet. 

Es folgt ans (168) und (168a, b): 



(169) 



Dabei ist uöter e" ein Mittelwert des Vektors e^ zu ver- 
stehen; derselbe ist jedoch keineswegs mit dem Mittelwert 
1^6 des vorigen Paragraphen zu verwechseln. Der Mittel- 
wert i bezog sich nämlich auf ein physikalisch unendlich 
kleines Volumelement des Raumes; der Mittelwert t^ ist nur 
für diejenigen Raumpunkte zu bilden, in welchen sich miir 
schwingende Elektronen befinden. Auch handelt es sich nicht 
Tun den totalen Wert des Vektors e, vielmehr ist in e^ das 
vom Elektron selbst erregte Feld fortgefallen. Die Berech- 
DiiGg des Mittelwertes f'' erfordert einige Überlegung. 

Wir legen um den Punkt^ für welchen f* berechnet 

Verden soll, eine Kugel mit dem physikalisch unendlich 

^-leixien Radius ü; es heißt das^ es soll M Hein gegen die 

^^Uenlänge aein und doch die Kngel eine große Zahl von 

l^iettTonen einschließen. Da ü klein gegen die Wellenlänge 

^^r 80 werden innerhalb der Kngel, und auch auf ihrer Ober- 

liaolue^ die Vektoren Q und ^ konstant sein. Zu dem Vektor 

^ x^erden nun erstens diejenigen Elektronen einen Beitrag 

liefern^ die innerhalb der Kugel sich befinden, und zweitens 

^ßjeuigen außerhalb der KugeL Den letztgenannten Bestand- 

^il der elektrisebeu Kraft bestimmen wir^ indem wir aus dem 

Iiinem der Kugel die Elektronen fortgeschafft denken; nach 

FoTtschatfung aller Elektronen aus dem Innern der Kugel 

weicht das Feld im Innern von dem Felde @ der LichtweUen 

im Körper nur aus dem Grunde ab, weil sich jetzt auf ihrer 

i§ Oberfläche eine Schicht freier Ladungen befindet. Die Ein- 
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Wirkung dieser Schicht können wir^ da der Radius der Kuj 

klein gegen die Wellenlänge ist, auf Gnind elektroatatiaeher 
Betrachtungen ermitteln. Wir hatten in Bd. I, § 48 eine ähn- 
liche Aufgabe gelöst; wir hatten das von einer homogen 
polarisierten Kugel erregte Feld bestimmt und m im Innern 

gleich - *| V gefufiden (Gl. 144 b, S. 164). Nun ist die Feld- 
stärke durch die freien Ladungen bestimmt; in dem vorliegen- 
den Falle, wo außerhalb der Kugel die konstante Polarisation 
^ hen-Bcht und das Innere der Kugel nicht polarisiert ist, ist 
die Dichte der freien Elektrizität auf der Kugelfläche offenbar 
die entgegengesetzte wie in dem damals behandelten Falle^ 
wo das Kugelinnere homogen polarisiert, das Äußere aber nicht 
polarisiert war. Es gibt demnach 

den Wert von t"^ an, den man erhält, wenn mau diejemgen 
Kräfte nicht berücksichtigt, die Ton den Elektronen innerhal!) 
der Kugel herrühren. Für den Mittelwert der Summe dieser 
von den FolariBationselektronen der benachbarten Moleküle 
ausgeübten Kräfte setzt nun H. A. Lorentz'^) 4jrs^, wo S 
eine Konstante bedeutet, und erhalt so 




(169a) t^^e.+4^(^ + s)% 



4 



Für feste Körper, bei denen man eine geordnete LageriinS" 
der Moleküle und Elektronen anzunehmen hat, wird im allge— 
meinen eine von den Momenten der benachbarten Moleküle^ 
und Elektronen herrührende Kraft zu berücksichtigen sein. 
Bei Flüssigkeiten und Gasen hingegen, wo regeDose Änderungea 
in der Gruppierung der Moleküle stattfinden, wird es gestattet 
sein, mit M, Planck^*) anzunehmen, daß die Einwirkungen der 
inoerhalb der Kugel befindlichen Elektronen eich im Mittel 
aufhebeUj und s demnach gleich NuU zu setzen. Wir ziehei 
es indessen vor, die Konstante s beizubehalten. Wir umfassen 
dann auch die Theorie von P. Drude ^), in welcher t"" einfach 
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mit der Feldstärke ® der Lichtwellen identifiziert wird; der 
Drudesche Ansatzi gebt aus dem LorentzBchen hervor^ indem 



gesetzt wird. 

Unter Annahme rein periodiecber Schwingungen von der 
Frequenz v folgt ans (169) tmd (169a) 

(169b) (Ä* - ,«) ip = Jfp . ^ j g + 4« (J +s)^]. 
Hieraus^ in Verbindimg mit (167 b), erhalten wir 

Die Konstante h der Schwingungsgleichung (168) ist nichts 
anderes als die Frequenz der Eigenschwingungen der Polari- 
aationselektronen. Führen wir statt der Frequenzen h^ v der 
Eigenschwingungen und der erzwungenen Schwingungen deren 
im leeren Räume gemessene Welieidängen ein: 



1 1 _iijL_.i_i 






50 wird 
(ITO) 

l'?Oft) 

'^setzt ist. 

Die Dispersionsformel (170) drückt die Änderung 
^^s Brecbungsindex n mit der Wellenlänge A ans, 
S^tzt mau 5 = 0, so wird 

Da y der Zahl N der Moleküle proportional ist^ so muß 
bei einer Dichteänderung des Körpers für Licht bestimmter 
Farbe die Funktion (w* — l)/(»»' + 2) des Brechnngsexponenteu 
der Dichte proportional yariieren^ wenn andere die Zahl der 
mitschwingenden Elektrcpen im Molekül und die WeUenlange 

17* 
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ihrer Eigenschwingung bei der Dichtäuiderang edcli nicht 
ändern. Dieses Lorentz-Lorenzsclie Gesetz hat sich viel- 
fach bestätigt gefanden. Es hat sich auch ei^ben^ daß für 
Mischungen die Größe (n* — l)/(w* + 2) sich aus den Beiträgen 
der Komponenten nach der Mischungsregel berechnen läßt 
Auch auf chemische Verbindungen hat man diese Regel an- 
gewandt und in vielen Fällen bestätigt gefanden. Man darf 
in solchen Fällen annehmen^ daß die Polarisationselektronen 
am Atome haften^ und daß ihre Zahl und ihre Eigenschwingung 
bei der chemischen Bindung der Atome erhalten bleiben. 

Wir schreiten zur Diskussion der Dispersionsformel (170). 
Wir unterscheiden dabei yerschiedene Fälle. 

A) Aq klein gegen L Hier kommt auf der rechten Seite 
von (170) das mit X yeränderliche Glied nicht in Betraclit, 
und es ergibt sich für die linke Seite ein positiver^ konstanter 
Wert. Eigenschwingungen, die sehr weit nach der ultrayio- 
letten Seite hin von dem betrachteten Spektralbereich entfernt 
liegen, ergeben denmach zwar eine Brechung, aber keine Dis- 
persion; das hängt damit zusammen, daß die Trägheit der mit- 
schwingenden Teilchen nicht in Betracht kommt, wenn die 
Frequenz klein gegen die Frequenz der Eigenschwingungen ist. 

B) >Iq<A. Die rechte Seite von (170) ist positiv und 
nimmt mit abnehmendem X ab. Es nimmt daher, wenn man 
sich von der roten Seite her der Wellenlänge Aq der Eigen- 
schwingung nähert, der Brechungsindex zu, d. h. es liegt der 
Fall der normalen Dispersion vor. 

C) Aq < L Beim Durchgang durch den Wert A = A^ 
wechselt die rechte Seite von (170) das Vorzeichen, sie wird 
negativ und nimmt, bei weiterem Fortschreiten zu kleineren 
Wellenlängen, dem Betrage nach zu. Es muß demnach, nach 

Drude (^ == ~ ö^) genau, nach Lorentz und Planck ungefähr 

bei der Wellenlänge der Eigenschwingung, 7i^ — 1 von beträcht- 
lichen positiven zu negativen Werten übergehen. Die Wellen- 
längen, die auf der violetten Seite der Eigenschwingung liegen, 
werden also schwächer gebrochen als die auf der roten Seite 
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liegenden. So erklärt man die anomale Dispersion. Beim 
weiteren Fortschreiten nach der violetten Seite des Spekfcrume 
nimmt der Brechnngsindex wieder zu, indem er dem Werte 1 
Euatrebt, 

D) Xq groß gegen L Der Wert 1 des Brechungaindex 
ist nahezu erreicht. Die Eigenschwingung beeinflußt den 
Brechmigaindex überhaupt nicht mehr; es schwingen die Elek- 
tronen nicht mehr mit. 

Man wird hiernach ans der öleichheit der Brechungs- 
indizes eines Körpers für zwei verschiedene Wellenlängen 
schließen dürfen, daß zwischen diesen beiden Wellenlängen 
keine Eigenschwingung der Elektronen liegt. Insbesondere 
wird aus der Übereinatiranaung des Quadraten des Brechnngs- 
«iponenten für sichtbares Licht mit der DielektriKitätekon- 
Btante^ die beispielsweise bei Luft und Wasserstoff festgestellt 
ifltj zu schließen sein, daß im ultraroten Spektralgebiete keine 
Eigenschwingungen liegen. P, Drude ^ der in seiner zweiten 
Arbeit über Dispersion^) das Beobachtungsmaterial in um- 
fassender Weise vom Standpunkte der Elektronentheorie aus 
diskutiert^ kommt zu dem Schluß e, daß die ultraroten Eigen- 
achwingnngen den trägeren positiven Elektronen, die ultra- 
violetten den mit weit geringerer Trägheit behafteten nega- 
tiven Elektronen zuzuschreiben sind. Die Dispersion des 
Wasserstoffes wird man hiemach auf die Anwesenheit nega- 
ÜTer Elektronen zurückzuführen suchen^ deren Eigenschwing- 
ungen im Ultravioletten liegen^ und wird mit Rücksicht auf die ein- 
fache Bauart der JSg-MoIeküle die Annahme einer einzigen schwin- 
gungsfahigen Elektronenart hier als berechtigt ansehen dürfen. 

Stellt man mit H. A. Lorentz die Kettel ersehen Mesaungen 
an Wasserstoff von 0** Celsius und Atmosphärendruck, wo n 
nur wenig größer ist als 1, durch die Formel dar: 



«*+2 



= 10707- 



0,0739 ^ 10 ■ 



«'—1 2(n— 1) 
BO ergiebt die Vergleichung mit (170b') für Wasserstoff 

- = 0,0739 10- &. 
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Hieraas und aus (170a) laßt sich die Zahl p der Polari- 
sationselektronen im ir,-Moleküle berechnen 
Es ist die Dichte eines Körpers 

jr 
wo M sein Molekulargewicht, m^ aber die Masse des Wasser- 
stoffatomes ist. 

Es folgt demnach; mit Rücksicht auf Gleichung (1), 

£^ ?_4»9660.4, 

c cm m M^ 

H 

und daher aus (170a) 

/ITA \ Ö66Ö ^ 

(170c) y==^.^.__._. 

Es läßt sich auf Grund dieser Gleichung das 
Produkt von Zahl p und spezifischer Ladung ij der 
negativen Elektronen aus der Konstante y der Disper- 
sionsformel berechnen, falls nur eine einzige Elek- 
tronenart ins Spiel kommt. Für ideale Gase speziell ist 
allgemein 

f- 2,24. 10*, 
SO daß 

(170d) i? . 1^ = 7,285 . y 

wird. 

Für Wasserstoflf folgt aus dem angegebenen Werte von y 

pri^ 2,96 . 101 

Da p eine ganze Zahl sein muß, so kommt man dem aus 
der Ablenkung der Kathodenstrahlen berechneten Werte von i^ 
am nächsten, wenn man mit P. Drude setzt: 

(170e) p^2, 1^ = 1,48-101 

Es sind also im ^^'^^^^^^^^ zwei Polarisations- 
elektronen anzunehmen. 

Wir haben der Absorption des Lichtes bei Wellenlängen, 
welche den Eigenschwingungen der Polarisationselektronen 
entsprechen, nicht Rechnung getragen. Zur Darstellung der 
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Absorption und auch s&ur genauerem Verfolgung der Dispersion 
durch den Äbaorptionsatreifen hindurch wäre die Einführung 
YOn Dämpfungsgliedem in die Schwingungsgleicliung (168) 
notwendig. Man kann diese Einführung in verschiedener Weise 
Tomehmen, entweder , indem man mit P* Drude eine der Ge- 
schwindigkeit proportionale Reihung ähnlich wie in der gewöhn- 
lichen Mechanik annimmt, oder indem man mit M. Planck 
auch hier die Dämpfungöglieder als Rückwirkung der Strahlung 
auffaßt^ wobei diese dar zweiten Ableitung der öeachwindig- 
keit nach der Zeit proportional werden (vgl, § 9, GL 58 b), In 
beiden Fällen erklärt eich das Auftreten derselben Ldnien im 
Emissionsspektrum und im Absorptionsspektrum auf Grund 
der allgemeinen Schwingungslehre; die Polarisationselektronen 
sprechen auf diejenigen Wellen an^ welche mit ihren Eigen* 
Schwingungen in Resonanz sind. 

Wir haben hier nur eine einzige Elektronenart und eine 
einzige Eigenschwingung angenommen. Man kann die mathe- 
matischen Entwickelongen ohne weiteres auf den Fall beliebig 
vieler Eigenachwiagungen ausdehnen, indem man jede Eigen- 
schwingung einer anderen Elektronenart zuschreibt. Es ist 
aber die Frage , oh diese Darstellung der Wirklichkeit ent- 
spricht. Dieselben ungelösten Probleme^ welche uns die 
Emissionsspektra darboten (vgl. § 9), treten uns auch in der 
Theorie der Absorptionsspektren entgegen. 



N 



§ 30. Magnetisohe Drehung der Folarisatiomiebene. 

In einem früheren Abschnitte (§ 10) hatten wir von den 
Veränderungen gesprochen, welche die SpektraUinien im mag- 
netischen Felde erfahren. Im einfachsten Falle des normalen 
Zeeman-Effektes werden parallel den magnetischen Kraft- 
linien zwei zirkularpolarisierte WeUen ansgesandt; der Unter- 
schied ihrer Frequenzen ist gleich der spezifischen Ladung der 
Elektronen j multipliziert mit der magnetischen Feldstärke 
(Gl, 60 d). Diese Veränderung der Eigenschwiagungen der 
Elektronen, die sich in den Emissionsspektren zeigt, kommt 
nun auch in den Absorptionsspektren zur Geltung. An Stelle 
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einer einzigen Linie des Absorptionsspektnuns treten bei Ein- 
wirkung eines der Fortpflanzungsrichtung des Lichtes parallelen 
magnetischen Feldes deren zwei; in denen die redits- bzw. links- 
zirkulare Welle absorbiert wird. Dem direkten Zeeman-Effekt 
der Emission tritt der inverse Zeeman-Effekt der Absorp- 
tion gegenüber. Die Theorie dieser Erscheinung ist yon 
W. Voigt**) im Anschlüsse an die Drudesche Theorie der Dis- 
persion entwickelt worden. Die dabei sich ergebenden Einzel- 
heiten des Phänomens hat die Beobachtung vielfach bestätigt 

Im vorigen Paragraphen haben wir gesehen^ dafi die Eigen- 
schwingungen der Elektronen auch außerhalb des Besonanz- 
bereiches von Einfluß sind, daß sie nämlich zu einer Dispersion 
des Lichtes Veranlassung geben. Beim Hinzutreten eines m£^- 
netischen Feldes werden nun die Frequenzen der rechts- und 
linkszirkularen Eigenschwingungen der Elektronen in verschie- 
dener Weise abgeändert. Damit hängt es zusammen^ daß parallel 
den magnetischen KraMinien die rechts- und linkszirkularen 
Komponenten des einfallenden Lichtes mit verschiedenen Ge- 
schwindigkeiten fortgepflanzt werden, und daß so eine Drehung 
der Polarisationsebene zustande kommt. Die Theorie der 
magnetischen Drehung der Polarisationsebene wollen wir in 
diesem Paragraphen behandeln. 

Wir schließen Leitungselektronen und Magnetisierungs- 
elektronen aus. Die beiden Hauptgleichimgen (Ib, IIb) des 
§ 28 ergeben dann 

(171) eurl§= *^f, 

(171a) curie i|f, 

dabei ist nach (166b) zu setzen 

(171b) 4;ra) = « -f 4^^. 

Dieses Gleichungssystem ist durch Einführung der Beziehung 
zu ergänzen, welche den Vektor jp, die auf die Volumeinheit 
bezogene elektrische Polarisation, mit der elektrischen Feld- 
stärke @ verknüpft. Wir haben im vorigen Paragraphen, von 
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der Schwingungsgleichrmg (168) ausgehend^ dLsBe Beziehimg 
abgeleitet, wobei wir indessen von einer Einwirkung magneti- 
scher Kräfte auf die Elektronen abgesehen haben. Wir haben 
jetzt den Einfluß eines konstanten magnetischen Feldea auf 
die Eiektronenschwiugungen in Betracht zu ziehen; wir wollen 
dasselbe der ^- Achse parallel annehmen und den Betrag der 
Feldstärke mit H bezeichnen^ zum Unterschiede von der perio- 
disch veränderlichen Feldstärke § der Lichtwellen, Die Differen- 
tialgleichungen, welche für die Komponenten von )i gelten, 
gehen ans den Gleichungen (59 a, b, c) der Eigenschwingungen 
hervor^ indem die äußeren elektrischen Kräfte in der im vorigen 
Paragraphen dargelegten Weise eingeführt werden. An Stelle 
der Gleichungen (169, 169a) treten dann die folgenden: 



(171c) 






dt 



^«V, = ^>, + 4«(i + .)!p,), 



71d) i^. + Ä.^.= ^>>^ + 4«(l + .)?.). 



^^f Wir wollen monochromatische transversale Lichtwellen be- 
P^rachten^ welche sich parallel den Maguetkraftlinien fortpflanzen. 
Wir suchen demgemäß die Gleichungen durch Annahme homo- 
gener ebener Wellen zu erfülleu, in denen die Feldstärken von ^ 
■md ^ in der Weise abhängen, wie es durch den komplexen 

Faktor e ^ ^ ^ zum Ausdruck gebracht wird. Die longitu- 
dinalen Komponenten 0^, (£^ und ^^ sind dabei gleich Null zu 
setzen, und es wird, gemäß (171, 171b) 

während aus (171a) folgt 

Durch Elimination von §^, %^ folgt 
172) 4Klp, -(»*-!)«„ 4Äip, = (»*-l)«„ 
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welches auch immer der Polarisationszustand der Welle 
sein mag. ■ 

Wir wollen nun unter »' bzw, n" die BrechungsindkeB 

der rechts ' bzw. lioksziirkularpolarisierteii Wellen Yerstehec 
welche sich im magnetischen Felde fortpflana^eiL 
Bei Fortpflanzung parallel der j&-Achse gilt 

(172a) #,-±*S, 

und daher 

(172b} «, = ±i«„ 1P, = ±»?,. 

wobei das obere Vorzeichen sich auf die rechtszirkolare , 

untere auf die Imkszirkulare Schwingung bezieht; erstere ent- 
spricht einer negativen, letztere einer positiven Drehung um 
die jff- Achse. Die Einführung von (172) und (172b) in (171c) 
ergibt 
(„*_l)[Ä._^i:F^^if)=l£^'(l4(„._l)(|+«)) 

oder 

Diese erweiterte Disperaionsgleichung bestimmt 
die Brechungsindizes und somit die Geschwindig- 
keiten der beiden den Magnetkraftlinien parallel 
fortgepflanzten zirkularpolarisierten Wellen. Der 
Kiammeraus druck auf der rechten Seite verschwindet für die- 
jenigen Frequenzen v der Lichtschwingungen, welche den durch 
das magnetische Feld abgeänderten Frequenzen der Eigen- 
schwingungen der Elektronen entsprechen (GL 60b), Da wir 
indessen die AbsorptiooagUeder der Schwingungsgleichungen 
gestrichen haben, so müssen wir uns ein Eingeben auf die inner- 
halb des Absorptionastreifens zu beobachtenden Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten versagen und uns auf solche Schwingungs- 
zablen beschränken, welche von denjenigen derEigenschwingiingen 
einigermaßen entfernt sind. Hier bedingt der Einfluß des 
magnetischen Feldes nur eine geringe Abänderung des Brechunga- 
index. 
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Verstehen wir unter n die gemeinÄame Gesehwiudigkeit 
der beiden Wellen vor Erregung des magnetischen Feldes^ 
welche bestimmt ist durch 



(173a) 



^rzn + ^ + s- 



4^7tNpe 



-.(ft'-*'), 



80 darf gesetzit werden 

Da andererseits aus (173a) folgt: 

dn d f 1 \ rt w* 

d^d^W^^J ^ '^^ 4.nNpt^' 

erhalten wir 



f (173b) 
^Tinkszir] 



^'=« + -J^J?^, 



n" 



1 ^«fn 

2 ' «?|F 



Durch die Differenz der Brechungairidizes der rechta- und 
^zirknlarpolariEierteii Welle bestimmt sich jetzt die Drehung 
der Polarisations ebene. Diese Ebene ist durch den magneti- 
schen Vektor § der Lichtwelle gegeben, welche durch Super- 
position zweier rechts- bzw. linkazirknlarer Wellen gleicher 

E Amplitude entsteht. 
I Wir können mit Rücksicht auf (172a) und (173b) schreiben: 
; 






Wir können demgemäß den Vorgang, der durch Super- 
Position der beiden zirkulär polarisierten Wellen entsteht, auf- 
fassen als eine Fortpflanzung einer geradlinig polarisierten 
Welle mit der ursprünglichen, durch den Brechungs indes n 
ekennxeichneten Geschwindigkeit, verbunden mit einer DrehuBg 
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der Polarisationsebene. Die Polarisationsebene; die ftlr 0^0 
in die (^Tjer) -Ebene fiel; ist nach Durchlanfung der Strecke e 
um den Winkel 

(173c) CD - ^^''^;"/^^" 

in positivem Sinne um die jer- Achse gedreht. Die sogenannte 
;;Ro^^^i^^<9toi^s^&^^6'' ^} welche durch 
(174) (o - RzH 

definiert ist; folgt aus (173 b): 
(174.) B-l'J^. 

Da sich im vorigen Paragraphen der Differentialquotient 
des Brechungsindex n nach der Frequenz v außerhalb des 
Absorptionsstreifens stets positiv ergeben hat; und da rj eine 
positive den Betrag der spezifischen Ladung der negativen 
Elektronen anzeigende Konstante ist, so findet die Drehung der 
Polarisationsebene in positivem Sinne um die mit der magne- 
tischen Feldrichtung zusammenfallende Fortpfianzungsrichtung 
des Lichtes statt. Es erfolgt also die Drehung der Pola- 
risationsebene im Sinne der elektrischen StrömC; 
welche den Elektromagneten erregen. Wird der Strom 
kommutiert; so daß die Richtung des magnetischen Feldes sich 
umkehrt und nun der Fortpflanzungsrichtung entgegen gerichtet 
ist; so kehrt sich auch der Drehsinn der Polarisationsebene 
um. Behält hingegen das magnetische Feld seine Richtung 
im Räume bei, während die Strahlrichtung durch Reflexion 
umgekehrt wird; so geht die Drehung im Räume in demselben 
Sinne weiter. 

Die obige Regel über den Drehsinn der Polarisationsebene 
gilt natürlich nur danU; wenn die Voraussetzungen zutreffen; 
aus der wir sie abgeleitet haben, d. h. wenn die magnetische 
Drehung wirklich auf die Schwingungen der negativen Elek- 
tronen allein zurückzuführen ist, und wenn Magnetisierungs- 
elektronen ausgeschlossen sind. Bei ferromagnetischen KörperU; 
z. B. bei Lösungen von Eisensalzen, gilt sie nicht immer. 
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Ebensowenig dürfte sie zutreffen, wenn die ultraroten Eigen- 
scKwingungen der poeitiven ElektroDen für die Drehung wesent- 
lich in Betracht tämeo^ was allerdings infolge ihrer geringen 
spezifischen Ladung kaum anzunehmen ist 
Wir können (174a} auch schreiben 

(174b) ^ — I/tx- 

Ist die Dispersionskurve gegeben, so kann hieraus die 
magnetiache Drehung und ihre Abhängigkeit von der Wellen- 
länge ermittelt werden. Auf diesen Zusammenhang hat 
H. Becquerel*) hingewiesen; er besteht in manchen Fallen wirk- 
lichy wie er sieh denn auch aus der allgemeineren Theorie von 
W. Voigt®*) ftir den speziellen Fall eines einzigen Abaorptions- 
streifens ergibt. Die von der Elektronentheorie geforderte Be- 
deutung der mnltiplikativen Konstanten der Formel (174 b) ge- 
etattet es, aus der beobachteten magnetischen Drehung die 
ipezifische Ladung der schwingenden Elektronen zu berechnen. 
So findet L. H* Siertsema^) z. B. für Wasserstoff den Wert 
(174c) n = 1,77 ^ 10', 

welcher mit den aus der Ablenkbarkeit der Kathodenstrahlen 
und Becqnerelstrahlen und aus dem Zeera an -Effekt ermittelten 
Werten der spezifischen Ladung noch besser stimmt als der 
im vorigen Paragraphen aus der Dispersion des Wasserstoffes 
abgeleitete Wert Für die anderen untersuchten Körper erhält 
allerdings Siertsema durchweg kleinere Werte von ij. 

^H § 31. Magnetiaierung. 

^V Wie die Elektronentheorie die Beziehungen, welche zwischen 
der elektrischen Polarisation ^ und der elektrischen Feld- 
stärke 6 bestehen, durch geeignete Annahmen über die Eigen- 
schaften der Polarisationselektronen %u veranschaulichen sucht, 
so muß sie bestrebt sein, die zwischen der Magnetisierung Wt 
und der magnetischen Feldstärke §» obwaltenden Beziehungen 
auf die Mitwirkung der Magnetisierangselektronen znrüekzu- 
fütren. Diese Magnetisiemngselektronen sind nahe verwandt 
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den Moleknlaratrömeiij durch welche Ampere und Weber die^ 
niagiietische!! Eigenschaften der Körper zu erklären suchen. 
Ob wirklich der ParamagnetlBmos und der Diamagnetismus 
gich auf umlaufende oder rotierende Elektronen Äurückfuhren 
läßt, ist von W* Voigt ^^) und P. LangeTin*^) untersucht worden. 

W. Weber hat den DiamagEetismui auf die Molefcularströme 
zurückgeführt, welche beim Entstehen eines ms^etischen 
Feldes in widerstandslosen Bahnen induziert werden soUeiL 
Dem entsprechen nach F. Langevin die Umlaufsbewegungen 
der Elektronen^ welche im Innern der Moleküle beim Entstehen 
magnetischer Felder erregt werden; dieselben ergeben stets 
eine diamagne tische Erregung. Größere Schwierigkeiten bietet 
die Erklärung des Paramagaetismus^ hier sind die Stoße und 
die sonstigen Wechselwirkungen der Moleküle heranzuziehen, 
und es ist die mittlere Orientierung der Magnetisierungselek- 
faronen in einem gegebenen Felde nach den Methoden der Kine- 
tik zu behandeln; für diese Auffassung spricht der umstand, 
daßj speziell für Gase, der Paramagnetismus von der Tempe- 
ratur abhängtj im Gegensatz zu dem von der Temperatur nicht^ 
beeinflußten Diamagnetismus. ■ 

Zur Deutung mancher magnetooptischer Erscheinungen 
reicht die Einführung der Polarisationeelektronen aus, wie wir 
im vorigen Paragraphen dargelegt haben. Gewisse magneto- 
optisehe Eigenschaften der ferromagnetischeu Körper indessen, 
insbesondere diejenigen, welche der Magnetisierung pai^allel 
gehen, erfordern die Heranziehung der Magnetisiemngselektronen* 
Was das Verständnis des Ferromagnetismus überhaupt anbelangt, 
so hat die Elektronenhypothese bisher leider keine Erfolge zu 
yerzei ebnen. Wir sind noch weit davon entfernt j die Anoma- 
lien der ferromagnetischeu Körper vom Standpunkte der Elek- 
tronentheorie aus deuten zu können. 



§ 32. Klektrlsohe Leitung, 

Nach der Elektronentheorie beruht die Eigenschaft ge- 
wisser Körper^ den elektrischen Strom zu leiten, auf der An- 
wesenheit von ,,Leitungselektronen"j d, h. von elektrische 
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Teilchen j welch© imter der Einwirkung elektrischer Felder 
über größere Strecken hin wandern. Diese Elektronen können 
mit der Masse materieller Atome beladen gein wie bei Elektro- 
lyten^ oder sie können frei, d. b- nnr mit der ihnen eigenen^ 
elektromagnetischen Masse behaftet sein. Gerade in den besten 
Leitern, den Metallen, wird man freie Elektronen als Strom- 
träger anzunehmen haben. Wie wir bereits mehrfach erwähnt 
haben, sind tob E. Riecke*^) und insbesondere von P. Drnde^) 
Voratellimgen über die Bewegung der Elektronen im Metalle 
entwickelt worden, welche der kinetischen Theorie der Gase 
nachgebildet sind. Fehlen äußere elektrische Kräfte^ so sollen 
die Elektronen sich regeUos bewegen, ähnlich wie die Moleküle 
eines Gases; die mittlere lebendige Kraft eines Elektrons soll 
gleich derjenigen sein, welche einem Gasmoleküle bei der 
gleichen Temperatur zukommt. Wir bezeichnen mit a die 
mittlere lebendige Kraft eines Moleküls oder Elektrons bei 
der absoluten Temperatur -&=-=! (Boltzmann-Drudesche 

fönst ante) und setzen 



-mö^^ K^, 



Die Elektronen sollen Zickzackbahnen beschreiben; der 
*Stoß, durch den die Bewegungsrichtung geändert wird, kann 
entweder zwischen den Elektronen selbst erfolgen oder an 
den neutralen Molekülen^ welche gewissermaßen das feste Ge- 
rüst des Metalles bilden. 

Welches wird nun der Einfluß eines elektrischen Feldes 
sein? Es wird die unregelmäßige Wärmebewegnng der Elek- 
tronen %\ji wenig abgeändert werden, so daß im Mittel die- 
jenige Bewegnngsrichtung überwiegt^ nach der die Elektronen 
durch das Feld getrieben werden. Es sei b^ die mittlere Ge- 
schwindigkeit der betrefiFenden Elektronengruppe, \ die mittlere 
freie Wegiäuge; beim Durchlaufen der freien Weglänge l^ wird 
das elektrische Feld 6 einem Elektron von der Geschwindig- 
keit ü^ die zusatzliche Geschwindigkeit erteilen 



<i 
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Der Mittelwert dieser Geschwindigkeit ist 

Die Multiplikation mit der Ladung e^ und der auf die 

Yolumeinheit bezogenen Zahl iV^ ergibt als Anteil der Elek- 
tronen der betreffenden Gruppe zur Stromdichte: 

wenn man von den strengen^ das Maxwellsche Geschwindigkrite- 

Terteilungsgeaetz beröeksichtigenden Methoden der Mittelwerta^ 
bildung absieht. Durch Sumniierung der Anteile der yer- 
schiedenen Gruppen folgt die Stromdichte 



i = 



-{a,>JV,iJliJ+^»iV,J3ii^| + --J, 



Dieselbe ist der Feldstärke proportional, i h. es gilt 
daö Ohm sehe Gesetz so lange, als die zusätzliche, durch das 
elektrische Feld erteilte Geschwindigkeit der Elektronen klein 
gegen die mittlere Geschwindigkeit der Wärmebewegung ist; 
unter dieser der obigen Ableitung zugrunde liegenden Voraoe^ 
Setzung erhält Drude für die Leitfähigkeit den konstanten Wert 

« = i^W'^i'i w + ^'^^^w + ■ ■ •) ■ 

Die einfachste Annahme wäre die, daß in den MetaUen Bur 
eine Sorte freier, und zwar negativer Elektronen den Strom 
transportiert. Doch fragt es siehj ob auf Grund dieser ÄJi- 
nahme die Üiermoelektrischen und sonstigen Eigenschaften der 
Metalle sich befriedigend erklären lassen. 

In Gasen sind die Vorgänge, welche die elektrische Leitung 
begleiten, weit verwickelter als in Metallen. Die freie Weg- 
länge der Elektronen ist hier größer, so daß die durch da* 
elektrische Feld erteilte Geschwindigkeit keineswegs immer 
klein gegen diejenige der regellosen Wärmebewegnng ist So 
erklären sich die Abweichungen vom Ohmschen Gesetze, welche 
bei Gasen oft in recht augenfälliger Weise hervortreten. Auch 
lagern sich den freien Elektronen neutrale Moleküle in wecb- 
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selnder Anzahl an, wie in § 1 erwähnt wurde. Dort haben 
wir die för die allgemeine Theorie der Elektrizität bedentunga- 
vollen Ergebniase der neueren Untersuchungen über Gasionen 
bereits kennen gelernt. 

§ 33. Das elektramagne tische Feld hocbfrequenter Ströme 
in linearen Leitern. 

Wir hatten bereits in dem einleitenden Kapitel diesef^ 
Bandes (§ 8) allgemeine Sätze über die Fortpflanzung elektro- 
magnetischer Störungen kennen gelernt. Wir waren dabei aua- 
gegangen von den Feldgleichungeu (I bis IV) der Elektronen- 
iheorie und hatten diese mit Hilfe der elektromagnetischen 
Potentiale, und noch übersichtlicher mit Hilfe des Hertzschen 
Vektors 3^ gelost. War die Dickte des Konvektionsstromes 
der Elektronen gegeben^ so ließ sich auf Grrnnd von (47^ 
48 c, dy 51 d) das elektromagnetische Feld der bewegten Elek- 
tronen ermitteln. 

Li der Bezeichn ungs weise ^ deren wir uns jetzt bedienen, 
werden die elektromagnetischen Vektoren der von den einzehien 
Elektronen erregten Felder durch e, | vorgestellt. Aus den 
Feldgleichungen (I bis IV) der Elektronentheorie haben wir 
in § 28 durch Mittel w er tsbüdnng die Differentialgleichungen 
(Ja bis IVa) abgeleitet; dieselben verknüpfen die Mittelwerte (, | 
mit den Mittelwerten der Dichten der Elektrizität und des 
Konvektionsstromes genau so, wie durch die ursprünglichen 
Gleichungen (I bis IV) die Vektoren c und ^ mit den Dichten 
selbst verknüpft waren. Wir können also dasjenige , was wir 
aus diesen Feldgleichungen ableiteten, ohne weiteres auf die 
durch Mittelwertsbildung entstandenen Gleichungen (la bis IVa) 
übertragen. Erinnern wir uns femer, daB wir, um xur Über- 
einstimmung mit den Hauptgleichungen der Maxwellschen 
Theorie (Ib bis IV b) zu gelangen ^ durch (166) nnd (166 a) 
e mit @, I mitS identifiziert haben, so erhalten wir 

(175) 



(176) 
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Dabei ist 6^ die Felditärke des anfänglichen elektro- 
statischen Feldes. Es beetimraen aich die elektrische Feld- 
stärke % lind die magnetische Induktion I9 zn einer beliebige 
Zeitj wenn der Hertzsche Vektor bekannt ist. Die-ßer aber 
berechnet sich aus den (47) und (51 d) entsprechenden Be- 
ziehungen 

(177) '^-fUl^fgtdt, 



Als Mittelwert der elektrischen Stromdichte in rnhenden 
Körpern ist dabei der m (165 a) angegebene Ansdruck ein- 
zutragen: ^H 
(179) ^ = i + ?^ + ccuTl m, ^H 

der zusammengesetzt ist aus den yon den Leitungselektronen^ 
den Polarisationselektronen und den Magnetisierungselektroueß 
herrührenden StromanteUen. Von jedem Volumelement« des 
RaumeSj in welchem das Zeitintegral (177) dieses Vektors von 
Null Yersehieden istj wird ein Beitrag zum Hertzschen Vektor 
beigesteuert; derselbe eilt mit Lichtgeschwindigkeit nach dem 
Anfpunkte hin^ wobei sein Betrag sich in einem^ dem zuröek- 
gelegten Latenswege umgekehrt proportionalen Maße Terringert. 

Es braucht kaum bemerkt zu werden, daß die Beziehungen 
(175) bis (179) sich unmittelbar auf dem in § 8 eingeschlagenen 
Wege auch aus den Hauptgleichungen (Ib bis XV b) der Max- 
wellschen Theorie hätten herleiten lassen, von deren Identität 
mit den Gleichimgen (la bis IV a) wir uns ja in g 28 über- 
zeugt haben. In der Tat sind die physikalischen VoraussetK- 
ungen, auf denen die Ent Wickelungen dieses Paragraphen und 
des nächstfolgenden beruhen, von den besonderen Vorstellungen 
der Elektronentheorie unabhängig. 

Wir waren bei der Darlegtmg der Theorie der elektrischen 
Schwingungen im ersten Bande dieses Werkes auf die Strahlung 
eines Stroms jstems nicht eingegangen; wir hatten versprocheiij 
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iiD zweiten Bande diese Lücke auszufüllen. Die allgemeinen 
Sätze über die Ausbreitung elektromÄgnetischer Störungeiij die 
ims in der Mechanik der Elfijdronen von so großem Nutzen 
wareUj gestatten ©8 uns, jenes Versprechen zu erfüllen und 
nunmehr jene für die drahtlose Telegraphie fundamentalen 
Fragen zu erledigen. 

Wir denken une ein System elektrischer Schwingungs- 
kreise; dasselbe sei von beliebigeUj polarisier baren und m^neti- 
sierbaren Körpern umgeben. Ea werde, etwa durch den elek- 
trischen Funken j plötzlich ein Seh wingungs Vorgang aasgelöst» 
Welches elektromagnetische Feld wird erregt? 

Die Gleichungen (175) bis (179) bestimmen die Vek- 
toren ü und © des gesuchten Feldes. Freilich bedürfen wir 
zur Berechnung von q der Kenntnis nicht nur des Leitungs- 
Stromes j sondern auch der Magnetisierung und des an der 
Materie haftenden Anteiles des Verschiebnngsstromes. Meist 
werden wir die Stromverteilung in den Leiterkreieen sowie die 
elektrische Polarisation und die Magnetisierung der umgebenden 
Isolatoren nicht yod vornherein kennen; wir werden vielmehr 
meist dieae selbst als Unbekannte anzusehen haben, die sich 
erst nachträglich ans der Kenntnis des Feldes ergeben. Unter 
diesen Umständen reichen jene Gleichungen zur Lösunig der 
gestellten Aufgabe nicht aus. 

Wir können indessen die Gleichungen (175) bis (179) 
Terwerten^ wenn wir die Problemstellung passend spezialisieren. 
Wir wollen annehmen ^ daß die Schwingungskreise sich im 
leeren Räume befinden oder^ was praktisch auf dasselbe her- 
auskommt, im Lufträume; alsdann fallen die von der Polari- 
sation und der Magnetisierung der Körper herrührenden Strom- 
anteile fort, es bleibt nur der Leituugsstrom Übrig. Dieser 
soll nun in linearen Leitern fließen ^ d. h. in Drahten, deren 
Querachnittsabmeasungen klein sind, sowohl gegen die Länge 
der Drähte als auch gegen die Wellenlänge der in den Eaum 
entsandten elektromagnetischen Wellen. Handelt es sich dann 
um die Bestimmung des elektromagnetischen Feldes in Auf- 
punkten^ deren Eütferuung von den Leitern groß gegen deren 
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QoersclmittiiabmeBSuiigeti ist, so kommt; es auf die Yerteün 
defi Stromes j über dea Querschnitt des Leiters niclit aiL Es 
kann^ wenn äv Am Volumen eines zylindrischen Leiterstückes 
imd d^ eia Element seiner Leitlinie bezeichnet^ gemäß (l'^T) ge- 
setzt werden 

t t 

^dv - fidvdt - dt fjdt 
i & 

oder 

^dv'^'qdt; 

dabei ist 

i 

(180) q ^fjdt 

die seit Beginn des Schwingungsvorganges durch den be- 
treffenden Querschnitt hindurch geströmte Elektrizitätsmenge. 
Es folgt dann aus (178) 

(180a) 3»J^^{g|^_^^Jrfs^) 

als Wert des Hertzscken Vektors in einem Aii^umkte, dessen 
Entfernung r von den ström durchfiossenen Drähten groß gegen 
die Querachnittsabm essungen ist; dieser Wert stellt sich dar 
als ein längs der Leitlinien aller stromdurchflossenen linearen 
Leiter erstrecktes Integral, und zwar hikigt der von den Strom- 
dementen beigesteuerte Beitrag von dem Werte von q ab^ 

welcher in einem nm die Latenezeit — znriickliegenden Augei^ 

blick die bis dahin durchgeströmte Elektrizitätsmenge angab. 
Wir erhalten übrigens ans (48 a) und (180, 180 a) für das 
elektromagnetische Yektorpotential den Ausdruck 

(180b) «^||_=ij^{j}^_^. 

Diese Formel können vrir der Formel (168 a) in Bd. I, 
S, 227 an die Seite stellen, welche das Vektorpotential eines 
Btationären Stromes in einem linearen Leiter bestimmt. Wir 
haben hier ^ gleich 1 gesetzt, weil wir von dem Felde im 
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leeren Räume reden, wo curlÄ sowohl gleich 8 wie ist. 
Der wesentliche Unterschied der beiden Formeln jedoch liegt 
darin^ daß dort die jeweilige Stromstärke in Rechnung gezogen 
wurde, während hier die endliche Ausbreitnngsgeschwindigkeit 
der Ton den Stromelementen ausgehenden Wirkungen berück- 
sichtigt ist. Auch durfte dort, weil ein stationärer Strom stete 
ein geschlossener Strom ist, welcher durch alle Querschnitte 
dieselbe Elektrizitatsmenge führt, J ror das Integralzeichen 
gesetzt werden. Das ist hier nicht ohne weiteres erlaubt; ein 
nicht stationärer Strom kann durch verschiedene Querschnitte 
eines Leiters verBchiedene Elektrizitätsmengen transportieren^ 
wobei eine Anhäufung Yon Elektrizität an der Oberfläche des 
Drahtes stattfindet. Der nicht stationäre Strom braucht auch 
keineswegs ein geschlossener zu sein. Wir können uns etwa 
die Enden des Leitungsdrahtes in die einander gegenüber- 
liegenden Platten eines Kondensators mündend Yorstellen oder 
auch frei endigend. In jedem Falle kann das magnetische Feld 
aus (180b} ermittelt werden. Wir erhalten aus dieser Formel 
ein Urteil über den Gültigkeitsbereich der Theorie des qnaei- 
stationären Stromes (Bd. Ij Abachn DI, Kap. 2), welche auf der 
Formel (Bd. I^ 168 a) beruhty und werden befähigt, die Theorie 
auf hochfrequente Ströme in linearen Leitern anzuwenden, die 
weder als quasistationär noch als geschlossen gelten können. 
Bei schnellen Schwingungeu ist das magnetische Feld unzer- 
trennlich mit dem elektrischen verknüpft, wie ja auch an Stelle 
des skalaren elektrostatischen Potentiale s bzw, des magnetischen 
Vektorpotentiales die beiden elektromagnetischen Potentiale 
treten, die sich aus dem Hertzschen Vektor ableiten (vgl. 48 a, b). 
Auf Grund von (180a) bestimmen wir durch die 
Öleichungen 



(181) 
(181a} 



§ = curl 



as 

ar 



e-go = vdiv3 



3^ 



das Feld der elettromagnetischen Störung im Luft- 
räume, welche von schnellen elektrischen Schwin- 
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gungen in linearen Leitern erregt wird. Insbesondere 

beherrschen wir so die Theorie der entsandten Wellen^ 
die ia der drahtlosen Telegraphie znr Übertragung 
der Signale verwandt werden. 

Wir wenden die aUgemeinen Ansätze aof einen Schwingungs- 
kreis an, dessen Abmessungen klein gegen die Wellen- 
länge der entsandten Wellen sind. Dieser Bedingung genügt 
die in Bd. I, § 72 behandelte Anordnung: Ein Kondensator^ 
dessen Platten durch einen Leitungsdraht verbunden sind. Hier 
kann der Strom als quaaistationär betrachtet werden, falls die 
Kapazität der Leitung gegen diejenige des Kondensators ver- 
schwindet, und es hat die Stromstilrke J und deren Zeitintegral 
q für alle Querschnitt« der Leitung den gleichen Betrag. Ver- 
stehen wir unter b die jeweilige Ladung derjenigen Konden- 
satorplatte, in welcher die Leitung endigt, so gilt nach (IST)) 



(182) 






Dabei ist e^ die anfängliche Ladung jener Kondensator- 
platte; die jeweilige und die anfängliche Ladung der ihr gegen- 
überstehenden Platte, in welcher die Leitung beginnt, sixid — e, 
bzw. — e^. 

Wir denken une einen Anipnnkt, dessen Entfernung von 
dem Schwingungskreise groß gegen die Abmessungen des Kreises 
ist. Die Entfernung braucht darum noch nicht groß gegen 
die Wellenlänge zu sein. Die Entfernung r dieses Aufpunktes 
von den einzelnen Punkten der Drahtleitung ist merklich die 
gleiche 5 es kann daher in (180a) diese Entfernung vor daa 
Integralzeichen gesetzt werden. Dasselbe gilt von qQ^r)\ 
denn es aoUen die Abmessungen des Kreises, und demnach die 
Differenzen der Latenswege, klein gegen die Wellenlänge seiBj 
die Schwingungsphasen sind mithin für alle Punkte der Leitung 
zur Zeit des Entseudens merklich die gleichen. Wir erhalten 



(i82a) 



fq-r) 



/ 
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Die hier eingehende Vektorsumme aller Elemente des 
linearen Leitei-s kann^ gemäß den allgemeinen Regeln der 
Vektoraddition, dnrcli einen einzigen Vektor ersetzt werden^ 
welcher direkt von dem Anfaaagspunkt der Leitung xn ihrem 
Endpunkte führt. 

Verstehen wir unter |i das Moment des Dipols^ welcher 
durch zwei in diesen Punkten befindliche Ladungen 4: € ge- 
bildet wird, so können wir schreiben 



(182b) 



El Das ursprüngliche elektrostatische Feld der Ladungen + €^ 
wird gemäß Bd. I, Gl. (81), S. 66 gegeben durch: 



af„ = _7<p, ^ = - {p,v„l) = ~ div (^-fj . 



Es folgt demnach aus (181^ 181a) für das elektromagne- 
tische Feld des Schwingongskreises 

(182e) ^^enrl,4(>^), 



(182 d) 



g==Vdiv { 



lia-r^l 



f^Jf-r)] 



Lassen wir endlich die 0-Achse mit der Achse des Dipols 
zusammenfallen, so erkennen wir, daß die erhaltenen Formeln 
durchaus identisch sind mit den Formeln (53^ 53a^ b) des § 9, 
Dort wird der periodiache Wechsel des elektrischen Momentes 
des Dipols durch die Schwingungen eines Elektrons veranlaß t^ 
hier durch den quasistationären Leitnngsstrom in dem Drahte, 
welcher die Kondensatorplatten rerbindet. In Entfernungen^ 
die groß sind gegen die Abmessungen des SystemeSj kommt 
©s^ wie wir sehen, nicht auf die Konfiguration des Sjatemes 
im einzelnen , sondern nur auf das resultierende Moment an. 
Wir können die Formeln (53 c^ d), durch welche wir dort das 
Feld darstellten, ohne weiteres auf den vorliegenden Fall über- 
tr^en. Zusammenfassend können wir sagen: Das elektro- 
magnetische Feld des quasistationären Stromes in 
einem linearen Leiter^ welcher die Platten eines Luft- 
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kondeiissitors Terbiedet, laSt sicli in EntfernuiLg6ii| 
die grofi gegen die Abmeisangen des Leiters sind, er* 
setzen durch dmn Feld eines Dipols^ dessen Achse 
der Tom Anfangspiiiikt der Leitung direkt zum End- 
punkt gezogene Fahrstrahl und dessen Ladungen die 
Ladungen ±e der Eondensatcirplatten sind. 

Wir dürfen unsere Formeln nur auf einen Luftkondensatof 
anwenden, weil wir bei der Berechnung des Hertzschen Vektore 
in (179) nur den Leitungsstrom berücksichtigt hatten, aber 
nicht die von der Polarisation und der Magnetisierung der 
umgebenden Korper henührenden Stromanteile. Wie ändern 
sich die Ergebnisse unserer Betrachtungen , wenn mau aa 
Stelle des Luftkondensators einen Kondensator setzt, der 
einem dielektrischen Körper gefüllt ist? Dann ist der an im 

Materie haftende Bruchteil ^^ des Yerschiebungsstromee dem 

Leitungsstrome hinzuzufilgen. Die elektrische Verschiebimg 
ist nun von der mit der Ladung + e yersehenen Platte durch 
das Dielektrikum nach der mit der Ladung — e versehenen 
gerichtet. Der Vers chiebungs ström ergingt den Leitungsstrom 
im Drahte zu einer geschlossenen Strömung, er ist dem Strom- 
elemente, das Ton der Ladung — e nach + ^ S^^^ ut^d welches 
den Leitungsstrom hinsichtlich der Fern Wirkung ersetzt^ mir 
gegen gerichtet. Würde der gesamte Verschiebungsstrom iü 
Rechnung zu setzen sein, so würde seine Fem Wirkung die^ 
jenige des Leitungsstromes gerade aufheben* Da aber nur der 

Bruchteil 1 in Kechnung zu ziehen ist^ so wird die Fem- 

Wirkung nicht aufgehoben, sondern nur im Verhältnis 1 : $ ver 
ringert. Wir können das Ergebnis auch so ausdrucken: Ist 
der Raum zwischen den Kondensatorplatten mit einer 
dielektrischen Substanz erfüllt, so ist für die Ferfl- 
wirkung das Moment der freien Ladungen der Kon- 
deuBatorbeleguugen maßgebend* 

Für die drahtlose Telegraphie ist die Kenntnis der Feld- 
utUrken in der Wellenzone von Wichtigkeit; diese bildet sich 
in Entfernungen rem Schwiugungskreis, die gro£ gegen 
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WeHenlänge sind. Die Feldetarken des Dipols werden hier 
durch (54) gegeben; sie Bind am größten ia Richtungen senk- 
recht zur Achse des Dipols. Hier wird 



le 



-i»;-M??l,. 



Die elektrische Feldstärke ist dabei parallel, die magne- 
tische senkrecht zur Achse des Dipole gerichtet. Ist d der 
Abstand der Kondensator platten^ d. h. der AbBtand der einander 
gegenüberliegenden Enden der Leitung^ so wird speziell ftlr 
einfach harmonische Schwingungen von der Schwingungszabl v 
(in 27t Sekunden) 

(182e) \m = \i 



ed 



Die Wellenamplitude ist proportional derLadungs- 

amplitnde und dem Abstand der Kondensatorplatten 
sowie dem Quadrate der Schwingungszahl, umgekehrt 
proportional der Dielektrizitätskonstanten und der 
Entfernung, 

Man könnte nun daran denken, die Reichweite der funken- 
telegraphischen Signale dadurch zu yergrößem, daß man die 
Kapazität des Kondensators steigerte; denn die Ladungsamplitude 
e iBt ja gleich dem Produkte aus der Spannungsamplitnde, welche 
durch die Schlag weite der Funken strecke bestimmt ist, und 
aus der Kapazität. Nun ist aber, wie aus der Formel (Bd. I, 
GL 19^c, S. 291) herrorgeht, bei gegebener Selbstinduktion der 
Leitung V* umgekehrt proportional der Kapazität K des Kon- 
densators, Vergrößert man die Kapazität^ indem man d und s 
konstant hält, d. h. indem man die Fläche der Kondensator- 
platten vergrößert j so bleibt trotz der Vergrößerung der 
Ladungsaraplitude die Wellenamplitude die gleiche. Erreicht 
man jedoch die Steigerung der Kapazität durch Verringerung 
des Plattenab Standes d oder durch Wahl eines Isolatoi's Ton 
größerer Dielektrizitätskonstante Sj so verkleineii man sogar 
die Amplitude der entsandten Wellen, Der Vergrößerung der 
im Schwingungskreise aufgespeicherten Energie entspricht mit- 
in keineswegs eine Steigerung der ausgestrahlten Energie. 
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Überhaupt ist die Verwendung nahezu geachloBBeuer Kreise 
und quasietatiouarer Ströme für die Zwecke der drahtlosem 
Telegraphie nicht günstig. Bei einer solchen Anordnung mr- 
stören sich, wie wir gesehen haben, die Beitr^e der eiuzehieii 
Stromelemeute fast vollständig, während im Gegenteil eine 
Veritärkimg der tob den einzelnen Stromelementen herrührenden 
Wellen anzustreben ist. Das Zusammenwirken der Wellen 
aller Stromelemente wird erreicht bei den geradlinigen Sen- 
deantennen, die man in der drahtlosen Telegraphie verwendet. 
Mit ihrer Theorie wird sich der nächste Paragraph beschäftigeiL 

Wir wollen, um Mißverstandniase ausamschließen^ nochmals 
betonen, daß die in den Gleichungen (182, 182a) vor- 
genommene Spezialisierung nur dann eriaabt ist, wenn ditH 
Abmessungen des nahezu geschlossenen Kreises klein gegen ' 
die Wellenlänge sind: nur in diesem Falle setzen sich die von ^ 
den einzelnen Stromelementen erregten Wellen zu einer einzigen H 
Welle zusammen, welche von der Lücke der Leitung auszugehen 
scheint. Hat man es hingegen mit einem nahezu geschlossenen 
Kreise zu tun, dessen Abmessungen nicht klein gegen die 
Wellenlänge sind (z. B. einem Hertz sehen Resonator ohne ein-S 
geschaltete Kapazität), so hat man den Hertzschen Vektor aus 
den allgemeineren Gleichungen (180, l80a) zu berechnen* Die 
Stromstärke J und ihr Zeitintegral q haben hier fceinesw^ 
för aUe Querschnitte den gleichen Wert, da die Kapazität der 
Leitung nicht zu vernachlässigen ist. Auch haben die Bei- 
träge, die, von verschiedenen Stromelementeu des Kreises ent- 
sandt, gleichzeitig in einem entfernten Aufpunkte eintreffen, 
in diesem Falle Latenswege zurückgelegt, deren Differenzen von 
der Ordnung der Wellenlänge sind* es sind demnach für die 
einzelnen Stromelemente verschiedene Schwingungsphasen in 
Betracht zu ziehen. Aus diesen Gründen ist es nicht gestattet, die 
Fem Wirkung eines geschlossenen Schwingungskreises allgemein 
gleich Null zu setzen und die Femwirkung einer ungeschlosseneü 
Leitung stets ' von den Enden ausgehen zu lassen. Im all- 
gemeinen geht die Strahlung keineswegs von den 
Enden der Leitung, sondern von allen Stromelementei 
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der Leitung aus. Auch ein geschloesener Kreis ent- 
sendet daher im allgemeinen^ wenn er yon schnell 
wechselndem Strom durchflössen ist^ elektromagne- 
tische Wellen. Nur dann^ wenn seine Abmessangen klein 
gegen die Wallenlänge sind, wird die Vektorsumme aller Strom- 
elemente gleich Null; aus diesem Grunde, und weil dieselbe 
Schwingungsphase für alle Strom elemente in Betracht kommt, 

I verschwindet das Feld in entfernten Aufpunkten, und somit 

[ d ie Strahlung des geschlossenen Kreises. 

^H § 34. Die Sürablung von Sendedrähten. 

^" Wir denken ims einen geradlinigen Draht, toh der Länge 2Äj 
frei im Räume befindlich. Es mögen, etwa durch den elek- 
tr i seh en Funken ^ die elektrischen E igen s ch w i n gun gen die ses 
Drahtes erregt sein. Wir nehmen an, daß für die Fortpflanzung 
von Drahtwelleu längs eines Einzeldrahtes ^ wenigstens an- 
genähert j dieselben Gesetze gelten, die wir für zwei Parallel- 
drähte bewiesen haben (Bd. I, §§ 79, 81, 82), d. h. daß die Ge^ 
schwind igkeit der Fortpflanzung längs der Leitung der Ge- 
schwindigkeit c gleich istj mit welcher die Wellen sich im 
Baume ausbreiten, und daß am ireien Ende eine einfache Re- 
flexion der Strom welle stattfindet. Treffen diese Voraussetzungen 
zUj so werden sieh stehende Wellen längs des Drahtes aus- 
bilden, die an den freien Enden Stromknoten besitzen ^ während 
die etwa sonst noch vorhandenen Stromknoten in Abständen 
von je einer halben Wellenlänge aufeinander folgen* Dem ent- 
spricht der Ansatz 
(183) J=a- Bin (vi) - coa (~^ , 

falls n eine ungerade ganze Zahl und 

(183a) "^^n^ 

ist. Die hierdurch dargestellten ungeradzahligen Eigenschwin- 
gungen besitzen in der Mitte des Drahtea, bei t ~ ^f ^in 
Maximum des Stromes; die Konstante a gibt die Stromampli- 
tude daselbst an. Stromknoten liegen bei 
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(183b) 



6 = ± — * Äf wo m^n 



eine ungerade ganze Zahl ist. Die durch n = 1 gegebene 
Grund Schwingung hat nur zwei Stromlmoteti, und zwar an den 
Drahteuden^ ihre Wellenlänge ist 



(183c) 






d. h, sie ist gleich der doppelten Drahtlängej wahrend fiir die 
Obersehwingungeu die Drahtlänge 2h ein ganzzahliges Viel- 
fanhes der halben Wellenlänge ist^ wie die Gleichung 

n 



(183d) 



besagt* Die durch (183 b) bestimmten w -f- 1 Stromknoten 
teilen den Draht in n Strecken, deren jede einer halben Wellen- 
länge gleich ist. Von den geradzahligen Eigenachwingnngen^ 
welche in der Mitte einen Strom knoten besitzen, sehen wir 
hier ah. 

Inwiefern die theoretischen Vorausaetaungen des Anaateee 
(183) zutrefiFen, mE^g zunächst unerörtert bleiben. Wir denieß 
uns diese Stromverteilung experimentell festgestellt. Die ÖTüijd^ 
formel (180 a) bestimmt dann den Hertzschen Vektor lUid 
aomit die Femwirkung des Drahtes. Aus der durch (180} 
bestimmten Größe 



q = - cos 



(^')(l-cos(W)) 



folgt nach (180a) als jj- Komponente des Hertzschen Vektor 



+ * 



(184) 8.- 7/t~»(t) ■ (1 - «-7('-0)- 

Dlö lifiitlt^ii anderen Komponenten von ^ Tersehwindein- 
Auf Grund viiu (l*Jl, 181 a) bestimmt sich hieraus das elektro- 
nm^nt^tiiti^lii» ViM iti Entfernungen, die groß gegen die Ab- 
uif*wwuntJiif»n dtMa llmhtqvun^ehnittes sind. Der von l = ci vm* 
ültbllHgiUii 1Vil drn AuMlrucJkes il^^) röhrt von der aa^g^j 
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liehen Ladiiiigsverteiluiig lier und ergibt deren elektrostatbches 
Feld ®^. Uns intereasiert nur das periodisch wechBelnde Feld 
der Schwingung^ wir setzen daher für die Hertzsche Funktion 






+ A 



nnd erhalten aus (181^ 181 a) die Eomponenten der Feldstärken: 



N 



(184 b) 



(184c) 






6 -^?~^ 



e. 









^P Wir wollen diese Ausdrücke äht Ermittelung der ¥om 
Dritte ausgesandten elektromagnetischen Wellen verwerten* 
Wir wählen einen Aufpunkt, dessen Entfernung r^ Tom Mittel- 
punkte des Drahtes groß sowohl gegen die Wellenlänge als 
auch gegen die Drahtlänge ist. Im Nenner des Integranden 
^fton (184 a) kann dann r durch r^ ersetzt werden ^ hingegen im 
^■Argumente des im Zähler auftretenden Kosinus ist zu setzen 



T^Tr, 






oder 
(185) 



gcos^o, 



r — r^j — 5«j u — cos #0, 



wobei -O-g den Winkel anzeigt, welchen der vom Drahtmittel- 
punkte nach dem Au^ unkte bin gezogene Fahr strahl t^ mit 
der Drahtachse einschließt. Die Unterschiede der Latenswege 
der Ton Terschiedenen Punkten des Sendedrahtes entsandten 
ujad gleichzeitig im Aufpuukte eintreffenden Wellen kommen 
hier wesentlich in Betracht. 
Wir erhalten 

+ A 



C185a)a= - ^Jdt cos C^ eoB [ ^ (? - O + 



vtt£l 
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Nun ist offenbar 



^'■'{-^•^ ("¥)-«■ 



infolge von (183a) ergibt femer eine einfMshe Reelinnng 

+A / n« \ 

/«o«.{^')eo.{^W™(V")-^'- 

Demnach erhalten wir als Wert der Hertzschen Fnnk- 
tion des Sendedrahtes in der Wellenzone: 

/iQR.u\ ts% 2c \c e/ . /nn\ \2 / 

(18ob) 3.-- «7« r, ««»hj^^r^- 

Dieser Aosdrack entspricht der Hertzschen Funktion eines 
der xr-Achse parallelen Dipols (vgl. 53), doch ist f&r die ver- 
schiedenen, durch u bestimmten Richtungen ein verschiedenes 
Moment des Dipols in Rechnung zu setzen. Dies ist das Er- 
gebnis der Superposition der von den Stromelementen des 
Drahtes herrührenden Wirkungen, welche in verschiedenen 
Phasen im Aui^unkte eintreffen. 

Bei der Berechnung der Feldstärken aus (184b, c) braucht 
nur das Argument des von l und r^ abhängigen Kosinus 
differentiiert zu werden, da in großen Entfernungen die übrigen 
durch Differentiation nach den Koordinaten entstehenden Terme 
fortfallen. Man erhält eine Orientierung der Vektoren 6 und 
^ in der Wellenzone, welche ganz derjenigen des Dipols 
entspricht. Konstruiert man auf der Kugelfläche, welche die 
Lage der Welle angibt, das System der Längen- und Breiten- 
kreise, indem man die Schnittpunkte der verlängerten Draht- 
achse mit der Kugel als Pole wählt, so findet man den elek- 
trischen Vektor überall den Meridianen, den magnetischen den 
Breitenkreisen parallel weisend. Die Beträge der beiden Vek- 
toren sind , X / V 

cos ( V * 1 cos ( -— t* I 

(185c) |ei = |§|=i5 5^ 'J-. }lJ . 
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1^ Über die Verteilimg der Feldstärken längs der Meridiane 
ist folgendes auszusagen: Ikren maximalen Betrag haben 
die Feldstärken am Äquator der Kugel (wo, gemäß (185), 
« = 0, "^0 "" Y ^^*)' ^^^ ^^^ Grnndscliwinguug (^^=1) 
nehmen sie allmählich nach den Polen hin ab, um 
dort zn verschwinden. Die Oberschwingungen hin- 
gegen haheu die durch 

I (185 d) u ^ ± - (m^n eine ungerade ganze Zahl) 

I gegebenen Breitenkreise als Knotenlinien. Hier zer- 
\ stören sich durch Interferenz die von den einzelnen Strom- 
Zementen des Seüdedrahtes ausgehenden Wellen. 
^m Es fallt aufj daß die Amplitude (185 c) der von den Eigen- 
Tchwingungen des Sendedrahtes erregten Wellen die Länge des 
Drahtes nicht enthält. Man könnte zunächst yersucht sein, 
dieses Ergebnis für irrig zu halten, da ja die Amplitude der 
entsandten Wellen der Lange des stromführenden Drahtes pro* 
portioual sein muß; dabei würde man aber überseheUj daß mit 
der Länge des Drahtes auch die Wellenlänge gesteigert wird. 
Da die Amplitude der entsandten Wellen nicht der Stromstärke 
selbst j sondern deren zeitlicher Änderung proportional ist^ so 
kompensiert die Abnahme der Fernwirknng infolge der Ver- 
ringerung der Frequenz die Zunahme infolge der Yergrößerung 
der wirklicheu Drahtlänge. Von der Antennen länge ist 
die Fernwirkuug unabhängig* Es ist, wenn man mög- 
lichst intensive Wellen zu erregen wünscht^ die maxi- 
male Stromamplitude a im Sendedrahte möglichst zu 
steigern. Für eine gegebene Antenne geht nun zwar die 
Stromamplitude der Spann ungsamplitude paraileL Doch kann 
man, wenn die Späuuungsamplitude TOrgeschrieben ist, die 
Strom am plitnde steigern, indem man Antennen von möglichst 
großer Kapazität pro Längeneinheit (d. h. möglichst dicke Drahte) 
wählt; auf demselben Prinzip beruht die Steigerung der Fem- 
wirkimg, die man in der drahtlosen Telegraph ie durch Käfig- 
antennen erzielt, Dnrnh Vergrößerung der Antennenlange aber 
rden die Wellenamplituden nicht vergrößert. 
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Wir schreiten zur Beredmnng der pro Sekonde entsandten 
Gesamtstrahlung. Aus dem Poyntingschen Satze fo^ 

®..-^l«M§l-d^.co8«(w-^).cos«(!^).(l-««)- 

Die Mittelwertsbildung über eine Reihe Ton Schwingungen 
und die Integration über die ganze Kugel yom Radius r^ er- 
gibt als Energieverlust durch Strahlung 

-1 

+ 1 ^ 

-1 

+ 1 
a* C du /^ , V 

-1 

Da n eine ungerade ganze Zahl ist; können wir schreiben 
(186) _^ = |!.c„ 

WO abkürzungsweise gesetzt ist 

(186a) C,= jj^(l - co8«n(l - «)) - /^(l - cosa;). 

-1 

Es handelt sich noch um die Berechnung dieses tran- 
szendenten Integrals. Wir zerlegen dasselbe in vier Integrale: 

S^rn oo 00 OD 

n C ^^ C ^^ _L /*// / ^ coBa? \ , fdxcoB x 

und berechnen jedes derselben. Die Summe der beiden ersten 
ist 

(186b) /jf-^-/^^ = M2.n). 

iJtn 
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Für das dritte Integral schreiben wir 

oo oo 

(186c) /^(^ - coB.) =/^(e-' - coB^) 





Nnn folgt aus 
/^(c-* — co8a;)= /rfrc/dy{e-*(^+y>--cosa?e--*y} 



durch Vertauschung der Integrationsfolge 

/7(«--H-A(iTS-lf?)- 



wenn die bekannte Formel*) berücksichtigt wird: 



oo 



äxe"""^ Qosx = fx~« 



Es ergibt sich demnach 

(i86d) /^(.._eo.x)-iji.<!±^i;::-o. 

^ 

Der zweite Bestandteil Ton (186 c) aber laßt sich auf 
Grund einer von Dirichlet herrührenden Formel**): 

oo 

(186e) _^*^(e-«-^) = - 5^) -0,677215... 

mit der jT-Funktion und mit der sogenannten Eulerschen Eon- 
stanten in Verbindung bringen. 



•) Vgl. z. B. Riemann- Weber, Partielle Differentialgleichtingen. 
I § 19, Gl. 2, S. 43. 

**) G. L. Dirichlet, Journal f. reine u. angew. Mathem. 15, S. 260. 1836. 

Abraham, Theorie der ElektrUit&t. n. 2. Aufl. 19 
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Der Tierte Term im Ausdruck toh C^ endlich läBt sieli 
durch partielle Integration auf die Form einer halbkonyergeDteii 
Reihe bringen 



(186f) jd*---^^^.-^^;^ + 



5! 



{tnnf 






In dieser Reihe ist der Rest stets kleiner als das letale 
beibehaltene Glied ; sie ist demnach, wenn man möglichst genau 
zu rechnen wünscht, mit dem kleinsten Oliede abzubrechen. 

Aus (186 b, c, d, e, f) folgt jetzt 

(187) C,-i«(2.«) + 0,577 + ^-^-^'j, + ... 

Durch (186) and (187) bestimmt sich die mittlere 
sekundliche Gesamtstrahlung der Eigenschwingongen 
des Drahtes, Dieselbe wächst bei gegebener maximaler 
Stromamplitude mit der Ordnungszahl der Schwingung; je 
größer die OrdnungBzahlj deato rascher konvergiert die Reite 
(187). Für die Grundachwingung findet man den 
numerischen Wert 



« 



(187 a) 






Gl - 1,22 






der mittleren sekundlichen Gesamtstrahlung« Die ntad- 
male Stromamplitude a ist dabei elektrostatiach zu messen. 

Die hier gegebene Berechnung der Strahlung eines Wellen* 
erregers beruht auf der Annahme^ daß die aus der Theorie 
der stehenden Drahtwellen geläufigen Vorstellungen sich ohne 
weiteres auf den Erreger übertragen lassen. Es kann be- 
zweifelt werden, ob diese tJberiaraguug von vornherein be- 
rechtigt ist. In der Tat, die Frage nach dem zeitlichen Ver- 
laufe der Eigenschwingungen eines Hertzschen Erregers war 
viele Jahre hindurch eine strittige. Während H. Hertz und 
V, Bjerknes die Vorstellung vertraten, daß der Erreger nur ein« 
einzige hauptsächlich durch Strahlung gedämpfte Schwingung 
aussende^ schlosaen sich andere Forscher einer von Sara^ 
und de la Rive aufgestellten Hypothese an, indem sie die 
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Stralilmig des Hertzschen Erregers als ein kontinuierliches 
Spefetrum ungedämpfter Schwingungen ansahen. In Anbetracht 
dieser Sachlage meinte ich, ala ich die Behandlung des 
Problems in Angriff nahm ^ ), auf die Analogie der Drahtwellen 
nicht bauen zu dürfen. Ich zog es yor^ auf die Maz well sehen 
Gleichungen zurückzugehen und durch Integration dereelhea 
gleichzeitig das Feld und die Perioden und Dämpfungs- 
dekremente der Eigenschwingungen zu ermitteln. Das gelang 
für einen stabförmigen Leiter^ d. h. für ein sehr gestrecktes 
KotationBellipsoid, Es ergab sich die theoretische Möglichkeit 
einer unendlichen Reihe gedämpfter Eigenschwingungen; ihre 
WeUenläugen fanden sich in erster Annäherung in Überein- 
etimmung mit der oben dargelegten elementaren Theorie 
(Gl. 183 d), während die durch die Strahlung bedingten loga, 
rithmiachen Dekremente der Amplituden durch die Formel 
dargestellt wurden: 

(187b) *- = -l^Äv5 

dabei ist 6 der BadiuB des äquatorialen Leiterquerschnittea 
C^ die durch (186 a) definierte und in (187) ausgewertete Kon- 
stante; man bemerkt, daß mit wachsender Ordnungszahl die 
Amplitudenab nähme während einer Schwingung geringer wird* 
Jede einzelne der Eigenachwiüguogen ist gekennzeichnet 
durch die Knotenflächen des magnetischen Feldes, Dieses sind 
konfokale Rotationshjperboloide, deren Brennpunkte in den 
Enden des Leiters hegen; dieselben achneiden den Leiter in 
den Stromknoten (für ungerades n werden diese durch [183 b] 
bestimmt), während ihre Asymptotenkegel die Richtungen an- 
gebesj in denen die Strahlung yerschwindet (185 d für un- 
gerades n). Für alle geradzahligen Eigenschwingungen ist die 
Aquatorebene eine Knoienebene des magnetischen Feldes; für 
sie ist die Mitte des Leiters ein Stromknoten und Spannungs- 
baucb; hingegen ist für die oben behandelten un geradzahligen 
Eigenschwingungen der äquatori^e Querschnitt ein Strombauch 
und ein Spannungsknoten. 
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proportional ^u @ ist^ setzt Lorentz den LeitnngB- 
ström proportional zu C. Hineiettlict der in be- 
wegten Leitern induzierten Ströme atimmt aleo die 
Lorentzsche Theorie mit der Hertzschen überein. Dia 
in Bd. I, §§ 91—95 dargelegten Gesetze der IndTiktion b 
Leitern, welche durch Messung der induzierten Ströme ihM 
experimentelle Prüfung und Bestätigung gefunden haben, er- 
geben aich auch aus den Grrundhjpotheaen der Elektroeea- 
theorie, 

§ 37. Der Yersuoh von H. A, Wilson. 
Wie liegt nun die Sache^ wenn nicht ©in Leiter, sondern 
ein liolator es ist, der sich im magnetischen Felde bewegt? 
Nach Hertz ist auch für den bewegten Isolator 

zu setzen j wohei das Hertzsche & mit dem Loren t zachen 6' 
identisch ist. Die Lorentzsehe Theorie würde mit der Hertzsehen 
hinsichtlich der erregten elektrischen Verschiebung überein- 
stimmen, wenn sie dieselbe proportional zu 6' setzen würde. 
Das tut sie indessen keineswegs, Sie unterscheidet yielmehr 
den vom Räume und den ¥on der Materie beigesteuerten An- 
teil der elektrischen Verschiebung, entsprechend der Gleichung 
(194) 4:;r3)- e + 4^iP, 

wobei, nach (IHc) und (188a), gilt: 

div 2) ^ Q. 

Nur der an der Materie haftende Teil der elektrischen 
Verschiebung, d h. die Verschiebung der Polarisationselektronen 
des Körpers wird durch den Vektor ®' bestimmt. An Stelle 
der für ruhende isotrope Körper geltenden Beziehung 

4Ä«p = (£-l)e 
tritt für bewegte Isolatoren 

43f¥ = («-l)®'; 

so daß die gesamte elektrische Verschiebnug in eine? 
bewegten Dielektrikum gegeben wird durch 
(194a) 431:2) = « + (£- 1)(S'. 



4 



i 
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Wir wollen ima aiif Bicht magnetisierbare Dielek- 
trika beschränken. Für solcke ißt im Falle der Buhe 8 mit p 
identieeh. Welches im Falle der Bewegung der Zusammen- 
hang zwischen diesen beiden Yektoren iat^ wissen wir nicht* 
Doch weichen ßie gewiß, wenn überhaupt ^ so nur um Größen 
erster Ordnung in \\a^\/c voneinander ab. Wir begehen also 
ixur einen Fehler zweiter Ordnung — und ein solcher ist auch 
bei den vorhergehenden Entwickelungen zugelassen worden ^^ 
wenn wir im Ausdruck (193) von ®' an Stelle von 83 jet^t § 
setzen. Dann wird 



(194b) 4;ra) = £ß'- -J-[tt>§], 

E toder auch 



(194c) 4x3> - £« + ^^ [tB§]. 






Die experimentelle Prüfung dieser TOn der Elektronen- 
theorie geforderten Beziehung bildete den Gegenstand einer 
Äxbeit von H, A. Wilson,'^*) Dieaer Forscher ließ einen dielek- 
trischen hohlen Zylinder in einem der Achse parallelen niagoe- 
tischen Felde rotieren. Die metallischen Belegungen der innert^u 
und äußeren BegrenzungsÖächen waren durch Gleitk an takte 
mit den Quadranten eines Elektrometers verbunden ^ die innere 
Belegung war gleichzeitig geerdet. Die infolge der lioiEtifin 
sieb beretelleDde radiale elektrische Verschieburig gibt zu einer 
wahren Ladung der Zylinder belegnngen Veranla«»ung; dif^elbe 
bestimmt sieb auf Grund von (ld4c; folgeadAnnafiaD; 0^ di# 
£xaft auf die ruhende Einheit der Ladung^ MM lieh an» dmi 
elektrostatischen Potentiale der freien Elektrizitili ab. Fenuff 
ist to senkrecht zu ^ gerichtet; ieiji Beirag i«i gtnieh u * ff 
wo u die Winkelg^ehvindigkmt^ r der Aita^nA von itr AdiM 
ist. Mithin i^t 

^(194d) 4:ft, = -*^±{#-r;^^^'#!, 

Das zweüe Glkd wedmU hm 1Jfink<ibnajig 4m nmfßtilimhm 
Teldes das Yarweiti^m. h4 h im H&im Am %]|ii4iipfi iiii4 ^. 4i#e 
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Ladung seiner iimeren Belegang, a und 6 die QtLer^ehüili 
jBAien der äußeren und inneren Belegung^ so ist 

4,«,--. 

Da nun konzentrische Zylinder des Dielektriknina Ton M 
idben Verschiebung e durchsetzt werden, so ergibt die Integra^ 
tion Ton (194d) zwischen den Grenzen h und a: 

oder 

(194e) i-9i-^2±^% 

wo K die Kapazität des dielektrischen Zylinders ist und 
a94f) £. = (l_|).f^|§|(ot_;,r,. 

Die Ladung der Innenseite des äußeren Zylinders ist — e; 
folglich ist + e die Ladung seiner Außenseite, des mit ihr Ter- 
bundenen Quadranten des Elektrometers und des Leitungs- 
drahtes zusammen; der andere Quadrant ist zur Erde ab^ 
geleitet. Ist K' die Kapazität dieses ganzen Systems, so hat 

man 

e 
^ "- ^t — 9^1' 



Hieraus und aus (194d) folgt 
(194g) ± E^ ^ (g>, - <pi) < 



K 




so daß aus der gemessenen PotentialdifiTerenz der Quadranten und 
den Konstanten des Apparates die GrÖBe E^ sich ermitteln und 
so die experimentelle Prüfung der von der Elektronentheorie 
geforderten Beziehung (194f) sich durchführen läßt. 

Die messenden Yer suche H. A. Wilsons bestätigen mm 
durchaus die Gültigkeit dieser Beziehung; mit der Hertas eben 
Theorie hingegen sind sie nicht zu vereinbaren (diese setzt in 
(194c) B an Stelle Ton ^^1, mithin in (194f) 1 an Ste lk 




■ TT 



38. Zweites EapiteL Bewegte Körper. 305 



von 1— -V Wir können also ans den Versuchen von 

H, A. Wilson schließen, daß zwar die Lorentzsehe^ 
nicht aber die Hertzsche Elektrodynamik bewegter 
Körper die Beziehung zwischen den Feldstärken und 
der elektrischen Yerschiebnng für die hier in Frage 
kommenden langsamen Bewegungen nicht magnetisier- 
barer Körper richtig wiedergibt. 

38. Die aUgemeüneti Feldgleichungen für bewegte Körper. 

Wir haben uns bisher bei der Ableitung der Gmndglej- 
cliungen für die bewegte Materie auf nicht magnetisierbare 
[örper beschränkt Ee läge nnn am nachÄten, wie im FaUe 
1er Rnhe^ so auch im F&Ue der Bewegung durch filuftlhruQg 
der MagnetisiemngselektTonen die Gnind^eiehiiiigeii zu rer- 
allgemeLnem: dies war in der früheren Anflöge, tu Anleblutiig 
an H. A. Loren tz"), gcsehehen. 

Doch können wir uns nicht TcrhdilaiiT daß g^^md» Am 
^ma^etischen Eigenschaiieo d^Err Körper wou der EUktironm- 
theorie bisher noch nicht befriedigend erklärt ^md*fu (r^^ |31 }, 
Daher ist es gewagt, die elektroniailliaoi^etiflelierii VoniieUiifig^ii 
Yon der Magnetisierung der T zur B < p^ji 4ailg ikr dittf^ 

dynamischen Feldgleich Tjij^^ refjbi^MSkpmrhmmmtaMimL 

Hier scheint einie mehr : ^miA^^g^aA» Aufhmuü^ ymum^' 

der^ wie sie nenerdmgfi i>on. iL Miflkowiki^^ tmd mh^m mit 
längerer Zeil tos ü Cohn^j t^rtseiat^ wird. 

H. MinlGOwild hfkSM^mmk Okr mMm lUky^, d^rm mM^pmtir 
Bche PermeaMiy^: mAt fßmk l mt, 4k tUld^mm (199)^ 
(193a} und (Wth) hm 

(195) i-#«; 

(195») r--«^-*[»»L 

(195b) 4*«-^*'-ii»fL 

und stelk im hfiim M&im limA4m0igm 4m im Bium ättt 
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Hertz -Heavisideschen Analogie ihnen entsprechenden an die 
Seite: 

(195c) { §'-§ -|[»4;r»];" 

(195d) \ 8 =/i§'+|[»«] 

Indem so die sechs Vektoren: (S, 6', ®, §, §', 8 
durch die vier Relationen (195a — d) yerknüpft sind, 
wird nach Minkowski der Verlauf elektromagnetisclier 
Vorgänge in einem Körpersystem von gegebener Be- 
wegung durch die Grundgleichungen beschrieben: 

(Id) curl^=*^j|? + ptt. + i), 

(Ud) curie i|f, 

(Hld) div 2) = (», 

(IV d) div 8 = 0. 

Für den FaU (i = l folgt aus (195c,d): 

während, nach (195a, b), allgemein ist: 

ix3) =« + («-l)@'+i[tt,8_§]. 

Man begeht also nur einen Fehler von der Ordnung |tt !*/<'') 
wenn man setzt: 

i:tt> - e = 43r^ = (e — 1)6' 

Die erste dieser Beziehungen war es, von der wir in § 37, 
bei der Theorie des Wilsonschen Versuches, ausgingen. Die 
zweite Beziehung zeigt, daß für langsame Bewegungen nicht 
magnetisierbarer Körper die Form (Id) der ersten Haupt- 
gleichung mit der in § 35 zugrunde gelegten Form (191) 
identisch ist, die dort zur Deutung der Versuche Eichenwalds 
über den Röntgenstrom diente. Die experimentellen Ergebnisse, 
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von denen in den Paragraphen 35 bis 37 die Rede war, werden 
alle durch das aufgestellte Gleichungssystem erklärt. 

Um zu Feldgleichimgen zu gelangen, welche allgemein die 
elektromagnetischen Vorgänge in langsam bewegten para- öder 
dia-magnetischen Körpern beschreiben, drücken wir auf Grund 
von (195a— d), unter Elimination der Vektoren (S' und ^', 
(S. und ^ durch $ und 8 aus; wir erhalten, unter Vernach- 
lässigung von Größen der Ordnung |tti|7c^: 

(Vd) e = ^a,_(i_i)it«,e], 

(VId) §=i«+(l_i.)l[to4;t2)]. 

Die Einführung von (Vd) und (VId) in die Hauptglei- 
chungen (nd) und (Id) führt zu Feldgleichungen für die Vek- 
toren X und 8, welche, bei geeigneten Anfangs- und Grenz- 
daten, den Ablauf eines elektromagnetischen Vorganges für 
Dielektrika (i = 0) eindeutig bestimmen. Für bewegte 
Dielektrika ist (Vd) bei dem Versuche von H. A. Wilson, 
(VId) bei dem Versuche von Eichenwald Gegenstand 
der experimentellen Prüfung. Hier ist der Einfluß der 
magnetischen Permeabilität entsprechend den Minkowskischen 
— und, wie wir sogleich sehen werden, auch den Cohnschen — 
Grundgleichungen zur Formulierung gelangt. An Stelle des 
Koeffizienten 

1 bei E. Cohn und H. Minkowski 

würde zu setzen sein 

1 nach H. A. Lorentz, 

1 nach H. Hertz. 

Während jene Experimente gegen die Hertzsche 
Elektrodynamik bewegter Körper entscheiden, reicht 
ihre Genauigkeit nicht aus, um die Entscheidung 
zwischen den Ansätzen von Cohn und Minkowski und 
denen von H. A. Lorentz zu geben; denn für Dielektrika 

20* 
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ist fi so wenig von 1 yerschieden, daß sich die Abweichung in 
den Werten der Koeffizienten der Beobachtung entzieht. 

Führt man in (Id) den auf mitbewegte Flachen bezogenen 
Verschiebungsstrom ein: 

^^? = ^ + to div 2) + curl[2)tti], 

und entsprechend in (Ild) den Induktionsfluß durch mit der 
Materie bewegte Flächen: 

^^f := ^ + tti div » -(- curl[»tti], 

und beachtet (III d, IV d) sowie (195 a, c), so ergibt sich eine 
andere Form der Minkowskischen Grundgleichungen: 

(le) 

(He) 
(Ille) 

(IVe) 

Hier sind nun die Vektoren 6 und § herausgefallen, 
während sie in den Gl. (195a— d), die nach Minkowski auch 
für rasch bewegte Körper strenge Gültigkeit beanspruchen, 
noch enthalten sind. 

Beschränkt man sich indessen auf langsame Bewegungen 
der Materie, bei denen es erlaubt ist, Größen der Ordnung 
\to'f/c^ zu vernachlässigen, so darf man, in (195b, d), statt § 
und 6, §' und 6' mit tu vektoriell multiplizieren; dann wird: 

(Ve) 4;r2) = £e'-|[tti§'], 

(VIe) « = ft§'+|[tiie']. 

Damit sind wir zu dem Gleichungssystem gelangt, 
welches E. Cohn®) der Elektrodynamik bewegter 
Körper zugrunde legt. Für langsame Bewegungen stimmt 
es mit dem Minkowskischen überein und umfaßt somit gleich- 



curl^'- 


c \ dt ■''M' 


curl 6'= - 


id'tB 

c dt > 


div $ — 


Q> 


div « = 


0. 
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falls die bei Bewegung der Materie relativ zur Erde gewonnenen 
Ergebnisse elektrodjnamiacher Verguche. Auf die Tbeorie des 
Fizeauschen Versucbes gehen wir iin nächsten Paragraphen ein ; 
am SchluBse des Bandes bebandeln wir dann die Elektrodyna- 
mik schneller Bewegungen , insbesondere der Bewegung der 
Erde im Weltenraume, wobei die Minkowskiscben und die 
Cohnschen Grund gleicbungen nicht mehr miteinander überein- 
stimmen. 

Was die Bedingungen an der Grenzfläche zweier bewegter 
Körper anbelangt, so folgen diese ans den Hauptgleicbnngen 
(le^ IIg)j indem man von dem allgemeinen FaUe eines stetigen 
Übergaages zwischen den Körpern ausgeht und die Diskontinuität 
als GrenzfaU betrachtet. Werden die Materialkonstanten und 
damit auch die räumlichen Dichten i des Leitungsstromes und 

-KT- des yerschiebuDgestromes (durch mitbewegte Flächen) als 

endlich angenommen, so folgt aus (le): An der Grenzfläche zweier 
bewegter Körper ist der Flächenwirbel (Bd. I^ § 29) des Vek- 
tors §^ gleich NuU; dementsprechend ergibt sich aus (He): Der 
Plächenwirbel des Vektors %' ist gleich NuU. Es verhalten 
aicli also die Tangentialkomponenten der Vektoren @' 
und @' stetig. 

Ein Ausnahmefall Hegt vor^ wenn man den idealen Grenz- 
faU eines Tollkommenen Leiters (oder Spiegels) in Be- 
tracht ziehtj d. h. (¥gL Bd. Ij § 78) eines Körpers von der Leit- 
fähigkeit (^ = cso. Hier kann die räumliche Dichte i des 
L eitungsstrome 9 unendlich j seine Fläcbendiehte j endlich werden 5 
in das Innere des vollkommenen Leiters dringt das Feld nicht 
ein. Aus der Bezieh ung^ welche der ersten Hauptgleichung (le) 
gemäß zwischen j und dem Flächen wirbel von §' besteht, 
folgt: 

(196) [#'»]- ^i- 



™ Dabei ist n ein Einheitsvektor, welcher die nach dem 
Innern des Leiters weisende Normalenrichtung anzeigt^ und es 
bezieht sich §' auf die Oberfläche des Leiters. Ähnlich folgt 
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aus (nie) zwischen der Flächendichte o) der Elektrizität und 
dem Vektor $ an der Leiteroberfläche die Beziehung 

(196a) - (2)it) == CD. 

Auch an der Oberfläche des idealen Leiters ist nach (Ile) 
der Flächenwirbel von 6', nach (IV e) die Flächendivergenz von 
8 gleich Null. Da nun im Innern des Leiters kein Feld be- 
steht, so folgen far die Werte jener Vektoren an der Ober- 
fläche die Bedingungen 
(196b) [e'n] = 0, 

(196c) (»II) = 0. 

Dieses sind die an der Oberfläche eines bewegten 
vollkommenen Spiegels vorzuschreibenden Grenz- 
bedingungen. 

§ 39. Der Versuch von Fizeau. 

Über die Fortpflanzung des Lichtes in strömendem Wasser 
ist von Fizeau ein Versuch angestellt worden; von Michelson 
und Morley wiederholt, stellt dieser Versuch ein Experimen- 
tum crucis dar, welches gegen die Hertzsche Optik bewegter 
Körper entscheidet. Wir wollen nicht versäumen, die Theorie 
dieses Versuches aus den Feldgleichungen des vorigen Para- 
giaphen abzuleiten. 

Bei den Versuchen gelangten zwei Lichtbündel zur Inter- 
ferenz, welche zwei parallele Röhren durchsetzt hatten. Wurde 
das in den beiden Röhren enthaltene Wasser in entgegen- 
gesetzten Richtungen in Strömung versetzt, so erfolgte eine 
Verschiebung der Interferenzstreifen; aus dem Betrage der Ver- 
schiebung konnte die Veränderung der Fortpflanzimgsgeschwin- 
digkeit des Lichtes infolge der Bewegung des Wassers er- 
mittelt und mit der Theorie verglichen werden. 

Es handelt sich also hier um Lichtwellen, welche paraUel 
der Geschwindigkeitsrichtung, oder in dem entgegengesetzten 
Sinne sich fortpflanzen. Wir legen die ;ef-Achse in die Be- 

I In I 

wegungsrichtung des Wassers, setzen - — ■ =« ß und betrachten 
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zunächst einen geradlinig polarisierten Lichtstrahl^ in dem die 
elektrischen Schwingungen der a;-Achse, die magnetischen der 
y-Achse parallel erfolgen. 

Die Hauptgleichungen (le, II e) ergeben für Nichtleiter 

(197) ^fey^47r ya)^ di&x ^ 1 ^' »y 

^ ^ dz c dt ' dz c dt ' 

Dabei gelten, nach E. Cohn strenge, nach Minkowski bei 
Vernachlässigung von /J*, die Beziehungen (Ve, VIe): 

(197a) 4;r2)^=£C + /J§;, 

(197b) «y=ft§; + /}C. 

Wir verstehen unter v die Zahl der Lichtschwingungen, 
gemessen in einem Punkt des bewegten Wassers, unter w' die 
gesuchte Geschwindigkeit des Lichtes relativ zum Wasser und 
bringen dementsprechend die Abhängigkeit der Feldkomponenten 
von ^ und ie? für einen Punkt des Wassers durch dem kom- 
plexen Faktor zum Ausdruck: 

r'('-^) 

Da in (197) die DiflFerentialquotienten nach der Zeit sich 
ebenfalls auf einen Punkt der bewegten Materie beziehen, so 
folgen, mit Rücksicht auf (197 a, b), die in (B^, §y homogenen 
Oleichungen 

/J93N fw'^y = «C + ß^yy 

wobei, abkürzungsweise, gesetzt ist: 
(198a) ^'=^- 

Es resultiert für w' die Gleichung 
(198b) (n'-/})«=£|ii = nS 

wo n den Brechungsindex für Lichtwellen dieser Schwingungs- 
zahl in ruhendem Wasser darstellt. Die Maxwellsche Rela- 
tion, die hier herangezogen ist, würde zwar nur für ein dis- 
persionsfreies Medium gelten. Für einen Körper mit Disper- 
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sion ist dann e oder [i, oder es sind beide Größen als Funk- 
tionen der Schwingungszahl des Lichtes zu betrachten, derart 
daß das Produkt beider der Dispersionskurve des Körpers ent- 
spricht. Dem Brechungsindex n für den Fall der Ruhe ord- 
nen sich für den Fall der Bewegung nach (198 b) zwei Werte 
von n' zu: 

(199) n -= n -f /J bzw. w' = — (n -- /3), 

von denen der erste einer Lichtfortpflanzung parallel, der zweite 
entgegen der Strömung des Wassers entspricht. 

Nehmen wir den ersten Wert und vernachlässigen Größen 
der Ordnung ß^, so bestimmt sich durch 

(199a) ^==_Ui_4 

die Relativgeschwindigkeit der Wellen gegen das 
strömende Wasser. 

Die Geschwindigkeit der Lichtwellen, welche ein ruhender 
Beobachter wahrnimmt, ist denmach w'\ wo 

(200) ^_^ + ^_i + j(i_i,). 

Der Fall der Lichtfortpflanzung entgegen der Strömungs- 
richtung des Wassers ergibt sich durch Vorzeichenwechsel 
von ß. 

Nach der Hertzschen Theorie würde die Relativgeschwin- 
digkeit der Wellen gegen das strömende Wasser dieselbe sein 
wie gegen ruhendes Wasser. Die Wellen würden bei der Be- 
wegung einfach mitgeführt werden. Nach der soeben ent- 
wickelten Theorie ist das nicht der Fall; infolge der Bewegung 
des Wassers wird die Geschwindigkeit des parallel sich fort- 
pflanzenden Lichtes nicht um \to\, sondern nur um einen 

Bruchteil von | tu | vermehrt. Der Faktor (1 -^ in Glei- 
chung (200), der diesen Bruch angibt, wird der „Fresnelsche 
Fortführungskoeffizient" genannt. Fresnel war es, der 
zuerst die Annahme ruhenden Äthers vertrat, welche dann von 
H. A. Lorentz der elektromagnetischen Optik bewegter Körper 
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zizgrunde gelegt wurde. Nach der Theorie von H. A. Lorentz, 
deren Anaätze für nicht magnetisierbare Körper mit denjenigen 
von E. Cohn und H. Minkowski Übeireinstinimenj entspricht 
der Fortführungskoeffizient durchaus dem Faktor (1— -L 
welcher in der Theorie des Versuches TOn H. A. Wilson eine 
Kolle spielt j er rührt^ naeh der Auffassung der Elektronen- 
theorie^ daher, daß nur der an der Materie haftende Bruchteil 
der elektrischen Verschiebung durch die Bewegung der Materia 
im magnetischen Felde beeinflußt wird. Die Versuche yon 
Fizeau^ Michelson und Morlej, welche die Gültigkeit jenes Aus- 
druckes für den Forfcführungskoeffizienten bewiesen haberij 
zeigenj daß die im vorigen Paragraphen aufgestellten Örund- 
gleichungen der Elektrodynamik auch die Optik bewegter Kör- 
per umfaasen. 

Dabei kommen zwar die Unterschiede in den Theorien 
Ton R A. Lorentz und Yon E. Cohn und H. Minkowski nicht 
wesentlich in Betracht^ da bei den rasch wechselnden Feldern 
der Lichtwellen die para- und dia-magnetisehen Eigenaehaften 
der Dielektrika ohne Einfluß sind. Immerhin ist es bemerkens- 
wertj daß nach Cohn und Minkowski auch für den Fall ^ ^ 1 
der Fresnelsche Koeffizient durch den Brechungsind ex des 
Körpers bestimmt ist, wahrend er nach H, A. Lorentz nnr 
Ton der Dielektrizitätskonstante abhängen würde. Wir er- 
kennen hier den FresneUchen Koeffizienten als denjenigen 
wieder^ durch dessen Wert wir die verschiedenen Theorien der 
Elektrodynamik langsam bewegter Körper in § 38 kennzeichnen 
konnten. 

»§ 40. Der Druck der Strahlung auf bewegte Fliohen. 
Wir haben bereits in § 5 dieses Bandes von dem elektro- 
magnetischen Lichtdruck gesprochen. Die Gesetze dea Licht- 
druckes sind von grundlegender Bedeutung für die thermo- 
dynamische Theorie der Wellenstrahlung. Wir dürfen daher 
nicht versäumen^ diese Gesetze hier zu entwickeln; auch diirfea 
wir uns nicht auf ruhende Flächen besehranken, sondern wir 
müssen die Betrachtungen auf bewegte Flachen ausdehnen. 



314 Zweiter Abschnitt. Vorgänge in wägbaren Körpern. § 40. 

Zwei Arten von Flächen sind es^ die in der Strahlungs- 
theorie eine Rolle spielen: Die y ollkommen schwarzen 
und die vollkommen spiegelnden Flächen. Beide 
Arten Yon Flächen lassen die Lichtwellen nicht in 
ihr Inneres eindringen. Die schwarze Fläche gibt 
nicht zur Bildung reflektierter Wellen Veran- 
lassung; sie verwandelt die Energie der auflfallenden Strah- 
lung vollständig in Wärme oder in Arbeit des Strahlongs- 
druckes^ die Bewegungsgröße der auffallenden Strahlung in 
mechanische Bewegungsgröße des eingeschlossenen Körpers. 
Die vollkommen spiegelnde oder vollkommen „blanke" 
Fläche hingegen verwandelt nicht den geringsten 
Bruchteil der auffallenden Strahlung in Wärme. Die 
Energie des einfallenden Lichtes findet sich^ soweit sie nicht 
in Arbeit des Strahlungsdruckes an der spiegelnden FKche 
verwandelt ist, in dem reflektierten Lichte wieder; die Be- 
wegungsgrößen des einfallenden und des reflektierten Lichtes 
bestimmen den Betrag des Strahlungsdruckes. Flächen von 
solchen Eigenschaften finden sich als Oberflächen wirklicher 
Körper in der Natur nur angenähert realisiert. Auch die besten 
Spiegel sind nicht vollkommen blank, und die im auflfallenden 
Lichte schwärzesten Flächen sind nicht absolut schwarz. Immer- 
hin ist die Idealisierung, welche sich die Theorie erlaubt, in- 
dem sie von vollkommen blanken oder vollkommen schwarzen 
Flächen spricht, nicht bedenklicher als die Annahme starrer 
Körper in der Mechanik, idealer Gase oder idealer verdünnter 
Lösungen in der Thermodynamik. Diese Idealisierung ermög- 
licht es, sich bei der Ableitung der Strahlungsgesetze von den 
individuellen Eigenschaften der Körper imabh'ängig zu machen. 
In der Tat sind die Entwickelungen der folgenden Paragraphen 
unabhängig von jeder besonderen Hypothese über die Zahl 
und die Eigenschaften der Moleküle und der Elektronen. Sie 
beruhen allein auf den Grrundhypothesen der Elektronentheorie, 
welche in den Grundgleichungen (I bis V) des § 4 ihre mathe- 
matische Formulierung gewonnen haben. Die Grenzbedingungen 
an der Oberfläche des vollkommenen Spiegels, welche wir am 
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lehlusse des § 38 aufgestellt hatten , gelten für beliebige 
escb windigkeiten des Spiegels, wenn anders jeae Gnuid- 
eichungen die Einwirkimg der Leitimgselektronen des Spiegels 
mi die elektromagnetischen Vorgänge im Räume richtig for- 
ulieren. 

Wie bereits in § o erwähnt wurde, bestimmt sich fiir toU- 
:ommeu schwarze und vollkommen spiegelnde Flächen, welche 
leeren Räume ruhen, die ponderomotorische Kraft des Feldes 
ollständig durch den in Gleichung (17) angegebenen Vektor 

II ist ein der äußeren Normalen n paralleler Einheitsvektor}. 

Diese Flächenkraft ist nichts anderes als die anf die 
Ächeneinheit bezogene Resultierende der Maxwellschen Span- 
nungen* Würde es sich um einen Körper handeln, in dessen 
leres das elektromagnetische Feld eindringt, so würde, wie 
§ 5 dargelegt wurde, bei der Berechnung der resultierenden 
.ektrotnagnetischen Kraft noch die zeitliche Änderung der im 
Srper enthaltenen elektromagnetischen Bewegungsgröße in 
-echuung zu setzen sein. Für solche Körper jedoch, die von 
absolut schwarzen oder blanken Flächen umschlossen sind, fällt 
dieses Glied der resultierenden Kraft fort. Die resultierende 
Kraft des elektromagnetischen Feldes ergibt sieh durch Inte- 
gration der Flächenkraft Z über die Oberfläche des ruhenden 
Körpers. 

Wie ändert sich nun der Wert der Flächenkraft^ wenn 
der Körper sich im Vakuum bewegt? Dann erhält die Flächen- 
kraft einen Zuwachs, da Bewegnngs große infolge der Bewegung 
aufgefangen wird. Ist tu die Geschwindigkeit des betreffenden 
Punktes der schwarzen oder blanken Fläche, so ist die von 
dem Flächenelemente df bei seiner Bewegung in der Sekunde 
aufgefangene elektromagnetische Bewegungsgröße 

Diesen Zuwachs erfährt die an df angreifende elektro- 
magnetische Kraft durch die Bewegung des Fläch enelementes 
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Er wird durch die Bewegung dea Spiegels im Verhältnis 
1 -\- ß ; 1 — ß gesteigert und wird unendlichj wenn der Spiegel 
sich mit Lichtgeschwindigkeit bewegt. Eine Bewegung des 
Spiegels mit Lichtgeschwindigkeit der anffalleEden 
Strahlung entgegen erfordert unendliche Arheita- 
leistung und ist daher physikalisch nicht realiaierhar. 

Die Arbeitsleietnng gegen den Druck der Strahlung bringt 
eine Steigerimg der Amplituden des reflektierten Lichtes irlt 
sich^ welche durch (207) gegeben ist. Mau überzeugt sieh 
unschwer davon, daß die erhaltenen Ergebnisse mit im 
Energiesatze und dem Impulssatze in Übereinstimmung sini 
Wir wollen indessen hierauf an dieser Stelle nicht eingelen. 
Weiter unten (§ 42) werden wir das Problem der Licht- 
reflexion durch einen bewegten Spiegel für den allgemeinemi 
Fall schiefer Inzidenz behandeln, und gerade die Impuls- 
gleichungen und die Energiegleichung werden dort au die 
Spitze gestellt werden, 

§ 4L Der TelatiTe Strahl* 

In der elementaren Theorie der Aberration bestimmt man 
die Richtung des relativen Strahles bekanntlich folgender- j 
Man denkt sich den Strahl durch eine Offiiung OM 
tretend, und, nach DurchlftufuBg 
der Strecke OPy im Au^unkte 
P eintreffend. Der in P be- 
flndlicbe Beobachter nnd derfl 
Schirm j dessen ÖffnuDg ist, i 
mögen die gemeinsame kon- 
stante Translationsgeschwindig- 
keit to besitzen. Dann ist die 
Öffnung zu der Zeit, wo das Lieht 
in P eintrifft, bereits nach 0' gelangt (vgl. Abb. 5), und der 
Beobachter, der von der Bewegung keine Kenntnis besitzt, 
wird O'P als Strahlrichtung bezeichnen. Die Richtung des 
relativen Strahles iat hiernach diejenige des Vektor 
(209) t'^r-tt, 



maßen. 



0^ 



to 



J?' 



Abli. 5, 



1 
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der die ßelativgeschwindigteit vou Licht und Be- 
obachter darstellt. Schon Bradley erklärte durch diese vom 
Standpunkte der Emissionstheorie des Lichtes ohne weitereg 
einleuchtende Konstruktion die Aberration des Fixsternlichtes 
infolge der Umlaufabewegung der Erde; der diese Umlaufs* 
bewegung darstelleude periodische Teil der Erdgeschwindigkeit m 
gibt zu einem periodischen Wechsel der Richtung des relatireu 
Strahles und damit zu einer jährlichen Pei-iode der scheinbaren 
Örter der Fixsterne Veranlassung. 

Zunächst wollen wir einige Beziehungen ableiten^ die sich 
aus dem Dreieck der Vektoren r, kO^ t' ohne weiteres ergeben. 
Der Betrag von t' ist 






^^mBx- ß cos ^, 
= = 1 — j3 COS ^ . 



(209 a) 

Auch hat man 
(209b) 

(209 c) 



Ist CD der räuraUche Öffnungswinkel eines in P sich ver- 
einigenden Strahlenbündels^ so entspricht ihm im relativen 
Strahlengange der (Jffnungswinkel a)% der sich folgendermaßen 

bestimmt 

m d coi €p sin cp dtp 
ta d coe 1|7 sin 1^ dip 



(210) 



Das leuchtet sofort ein, wenn man P als Anfangspunkt eines 
Systemes von Polarkoordinaten betrachtet^ dessen Achse durch 
die Richtung von m gegeben ist. Der Strahlenkegel der rela- 
tiven Strahlen liegt dann zwischen denselben Meridian ebenen 
wie derjenige der absoluten Strahlen; er erscheint nur awischen 
zwei andere Breitenkreise verlegt. 

Aus dem Dreieck der Abb. 5 folgt nun 
iin gp c^ 



folglich 



sm^ 



9 = ^-Zr 



-^c 



_Abr»b*m, ThaoT^e der Elfiktrüittt, H. S. Aufl. 
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er stellt die Energiemenge dax, welche in der Sekimdi 
den Quadratzentimenter einer bewegten, senkrecht zu n gee teilten i 
(gedachten) Fläche im Räume hindurchfcritt (vgL § 14, Gk^H 
chung 7öb). ■ 

Die anf die Flächeneinlieit berechnete Kraft des Strahlnngs- 
druekea ist durch (201a) gegeben. Handelt ea sich um die 
relative Strahlung auf bewegte schwarze oder blanke Flächen, 
80 ist die Arbeitsleistung der Flächenkraft %' von (212a) zu 
subtrahieren. Da n jetzt nicht wie im vorigen Paragraplien 
der von der Fläche fortweisenden ^ sondern der nach ihr hin- 
weisenden Normale parallel ist, so ist die Arbeitsleistung 
des Strahlungsdruckes an der bewegten Fläche 
sehreiben 

(mr) ^ - i^(2(i.(toe} + 2§„(to&) - to,(e^- 



(212b) 



Die DifferenÄ von (212 a) und (212 b) ist es, die sich als 
Warmeentwickelung in einer senkrecht xn n gestellten, be- 
wegten schwarzeu Fläche kundgibt. Wir verstehen unter der 
,,relativen Strahlung^' parallel der durch n gekennzeic]inet«ii 
Richtung eben diese Di£Perenz: ^M 

Wir können hiernach die relative Strahlung nach 
irgendeiner Richtung auffassen als Komponente de* 
Vektors 



(213) 



+ 



4vtI 






Dieser Vektor ist der relative Strahl. 

Wir wollen an Stelle der Vektoren % § die dm^h (i 
definierten Vektoren 6' und §' einfahren; wir berechnen derte 
äußeres Produkt 



§ 41. 



Zweites Kapitel. Bewegte Körper. 



325 



(213a) [6' §'] = [S§] - f [e [W 6]] - j[§ [»^]] 

B +^[[»e],[»^]]- 

Nach Regel (d) und (y) der FornielzuBammeEBtelluiig in 
i I, S. 452 ist: 

[[tti®], [to§]] - to ([toS] §) - © ([tog] öl) = dl (tti [(S^l) ^ 

Demnach ergibt sich^ wenn man (213 a) mit j- multi- 
pliziert, ein Vektor^ der mit (213) identisch ist Es ist also 
der allgemeine Ausdruck des relativen Strahles durch 
die elektromagnetischen Vektoren 



(213b) 



r = j^ [©'#']■ 



Die Komponente dieses Vektors nach irgendeiner 
Eichtung ergibt die Wärmeentwickelung in einer senk- 
recht zn dieser Richtung gestellten^ mit beliebiger 
Geschwindigkeit bewegten schwarzen Fläche an. Die 
Normale derjenigen Stellung der schwarzen Fläche, w^elche 
maximaler War meent Wickelung entsprichtj ist der physikalischen 
Definition des Strahles gemäß die relative Strahlrichtung. 

Wir haben den Nachweis zu erbringen , daß für ebene 
Wellen die zu Beginn dieses Paragraphen gegebene elementar© 
Ableitung des relativen Strahles aus (213 b) hervorgehl 
■ Für eine ebene, geradlinig polarisier te Welle bUden Ge- 
schwindigkeit tj elektrische und magnetische Feldstärke ein 
Tripel aufeinander senkrechter Richtungen. Man hat, da die 
Beträge der beiden Feldstärken einander gleich sind^ 



= ^[H 



(B = 



H]. 
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Aus (203) und (209) folgt 
Demnach wird der relaÜTe Strahl 
was nach Regel (ö) und (y) in Bd. I, S. 452 übergeht in 



oder 

(213c) 



Damit sind wir^ von der elektromagoetischen Definition 
(213 b) des relatiTcn Strahles ausgehend^ für ebene Wellen zu 
(211c) zui'ückgelangt. Wir sehen^ daß S' parallel der KelaÜT- 
geschwindigkeit c' des Lichtes gegen die auffangende Fläclae 
ist, daß mitbin die elementare Konstruktion der rela- 
tiven Strablricbtiing auch vom Standpunkte der auf 
den elektromagnetischen Feldgleichungen des § 3Ä 
fußenden Theorie gerechtfertigt ist. Gleichzeitig erhalten 
Tvir den Ausdruck (211a) bzw. (211) tm die relative Strahlung 
ebener WeUen wieder. 

Die Konstruktion des relativen Strahlenganges beruht 
wesentlich auf der Voraussetzung^ daß die Lichtfortpflanzung 
im Räume durch die Bewegung der Körper nicht beeinflußt 
wird. Die von dieser Konatruktion ausgehende Äberrations- 
theori© fußt demnach auf der Annahme „ruhenden Äthera^^ 
Die Annahme, daß der Äther eich nicht mit der Erde bei 
ihrem Umlauf um die Sonne mitbewegt, war es^ die Presnel 
der Aberrationstheorie zugrunde legte. Im Gegensätze hierzu 
nahm Stokes an^ daß der Äther von der Erde mitgeführt wird: 
hier werden die Gesetze der Aberration des Fixstern lichtes nur 
durch äußerst komplizierte und willkürHche Hypothesen über 
die Bewegung des Äthers in der Umgebung der Erde gewonnen* 
Von den elektromagnetischen Theorien entspricht die Herti- 
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Bcbe der Stokesscheiij die Lorenfczsche der Fresnelachen. Die 
Erklärung der Aberration Tom Standpunkte der Hertzschen 
Elektrodynamik bewegter Körper ans begegnet ähnlichen 
Schwierigkeiten wie die Stokesschö anf der elastischen Licbt- 
theorie fußende Erklärung. Vom Loren tzschen Standpunkte aus 
erklart eich die Aberration ganz ungezwungen; es ist eben die 
Bewegung der Erde gegen ein durch die Isotropie der Licbt- 
fortpflanzang gekennzeichnete b Bezugssystem^ welche die jahr- 
liche Periode der relativen Strahhichtungen bedingt. Anderer- 
seits gibt die Hertzsebe Theorie ohne weiteres von der Tat- 
sache Rechenschaft, daß die elektromagnetiBcben und- 
Vorgänge, welche sieb ausschließlich au der Erdoberfläche 
abspielen, genau so Terlaufen wie in einem rubenden Systeme. 
Die Grund vor Stellungen der Elektron eotheorie hingegen legen 
die Vermutung nahe, daß die Umlaufsbeweguug der Erde auch 
diese Erscheinungen beeinflußt, und daß es möglich sein sollte, 
durch elektrodynamische oder optische Versucbe im Labora- 
torium die jeweilige Richtung der Erdbewegung festzustellen. 
Daß dies nicht der Fall ist^ beruht nach H. A, Lorentss aaf 
einer merkwürdigen Konipensation der Wirkungen; wir kommen 
später darauf zurück, 



»§ 42. Die Befle^on des Lichtes durch einen bewegten 
Spiegel. 
Wir behandeln in diesem Paragraphen das Problem der 
Reflexion des Lichtes durch einen in gleichförmiger Trans- 
lationsbewegung begrifi^enen, ToUkommen blanken SpiegeF). 
Wir könnten dabei in ähnlicher Weise yor geben, wie es im 
§ 40 für den Fall senki-ecbter Imidenz geschah, wo neben 
den Gesetzen der Lichtfortpflanzung im Räume die an der 
spiegelnden Fläche vorgeschriebene Grenzbedingung herangezogen 
wurde. Wir ziehen es indessen vor, die allgemeinen Impuls- 
sätze und den Energiesatz zugrunde zu legen. Auf diese 
Weise treten die Voraussetzungen, auf denen die gegebene 
Lösung beruht, deutbcher hervor: Es ist erstens die Grund- 
hypothese der Elektronentheorie, daß d*" ' ' 
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Da femer der Vektor m beiden Dreiecken gemeinsam und 
die Längen der den Winkeln t\ bzw. ^', gegenüberiiegeiidei 
Seiten gleieh c sindj so findet sieb Xt = ts? d. h. der Winkel^ 
den der relatiTe und absolute Strabl miteinander ein- 
ecbließen^ ist der gleiche für das einfallende und dai 
reflektierte Licht Dabei ist^ wenn die Bewegnog des 
Spiegels in Richtung der äußeren Normalen erfolgt, der 
Einfallswinke] im relatiTen Strahlengange um Xt kleinem als 
im absolutenj und der Reflexionswinkel im abeolnten Strahlen* 
gange um x^ kleiner als im relativen, so daß der Reflexions- 
winkel im abBoluten Strahlengange um ^ 

Zi + 2, = 2j:i ~ 

kleiner ist als der Einfallswinkel, Erfolgt dagegen die Be- 
wegung des Spiegels in entgegengesetztem Sinne, so ist im 
absoluten Strahlengange der Reflexionswinkel um 2%^ größer 
als der EinfellswinkeL Bewegt sich der Spiegel schief zu 
seiner Ebene, so kann man den reflektierten absoluten StnJJ 
in derselben Weise bestimmen, indem man nur den zur Spiegel- 
ebene Benkrechten Bestandteil von tn berücksichtigt* Dagegen 
der unter Berücksichtigung des gesamten tu bestimmte relatife 
Strahlen gang befolgt in diesem allgemeinen Falle keine einfach 
aiiSKUsprechende Regel; der Reflexionswinkel ist hier im all- 
gemeinen nicht gleich dem Einfallswinkel Nnr im FaEe 
eitii^r Bewegung parallel der Spiegelebene liegt die 
Hache wioder sehr einfach; wie im absoluten, so ist auch im 
rfllntiven Strahlengange in diesem Falle der Reflexionswinkel - 
riMiri EinfaLlö winke! gleiek 

llftiidult es sich um ein einfallendes Lichtbündel^ dessen 
Bliftlib^nkegt*! im absoluten Strahlengange den körperlichen 
Wittki*! ti\ (^iuHehließt, so bestimmt sich der OflEnungs winket c 
itmi trifft piegi'lten Strahl bändeis am einfachsten aus (220a 



+i 



»»I mA\ (ä»«H>) und (217) ergibt 
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Die Ton einem absolut ruhenden Beobachter wahr- 
genommenen Öffnungswinkel des einfallenden und 
des gegpiegelten Strahlbündels yerhalten sich wie die 
reziproken Quadrate der beobachteten Schwingungs- 
zahlen. 

Aus (219) folgt übrigens durch Einführung von (217) 
und (220b) 

Die absoluten Strahlungen verhalten sich wie die 
Quadrate der Schwingungszahlen* 

E^ Infolge der genannten Relationen geht (218) über in 
I P' = ?{«! + ß,y{ 

oder, gemäß (220 a)^ in 
(223) 









Dies ist der Betrag des normalen Strahlungs- 
druckes bei schiefer Inzident des Lichtes. Bei senk- 
rechter Inzidenz wird die Gleichung (208) des § 40 wieder 
erhalten. Auch bei schiefer Inzidenz wird der Strah- 
luugsdruck unendlich f[ir ß^ = 1, d. h. wenn der Spiegel 
sich senkrecht zu seiner Ebene mit Lichtgeschwindig- 
keit bewegt. Fällt auf die Vorderssi te des Spiegels eine 
noch so geringe Strahlung^ so kann sich der Spiegel senkrecht 
zu seiner Ebene nicht mit Lichtgeschwindigkeit bewegen. Be- 
merkenswert ist der Gegensatz zum FaEe des bewegten starren 
Elektrons^ wo Bewegung mit Lichtgeschwindigkeit keineswegs 
auszuschließen war. 



§ 43. Die Temperatiir der Strahlung« 

Die strahlende Wärme ist für die Ökonomie des Weltalls 
Ton der größten Bedeutung; sind es doch die Sonnenstrahlen^ 
die alle Bewegung und alles Leben auf der Erde unterhalten, 
"'^n anders die Hauptsätze der mechanischen Wärmetheorie 
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überhaupt eine allgemeiiie Gültigkeit besitzeiij so mÜBseii si^ 
Dicht nur auf die in dem materiellen Körper entbalteiie, sond^m 
auch auf die strahlende Wärme Anwendung finden. Daher 
hat schon R, Clausius bei der Begriindting der Thermodynamik 
die thermischen Wirkungen der Strahlung in Betracht ge- 
zogen^ und Gr. Kirchhoff ist bei seinen für die Strahlaogs- 
theorie grundlegenden Untersuchungen von der Gültigkeit des 
Carnot-Clausiua sehen Prinzipes für die Licht- und Wärme- 
strahlung ausgegangen. Wir wollen in diesem Paragraphen 
einige Folgerungen entwickeln^ welche sich aus der AnwenduEg 
der Thermodynamik auf die Wellen Strahlung ergeben. fl 

Wir denken una ein Bündel unpolarisierten Lichtes toa™ 
dem kleinen Offiiungswiukel m. Durch eine senkrecht zur 
Achse des Bündels gestellte Fläche messen wir die Strahlungs- 
intensität S*j hei Lichtstrahlen im engeren Sinne konnten if'ir 
die Lichtstärke photometrisch messen^ wir denken uns liiei 
jedoch stets die Strahlungsintensität bolometrischj d, h, durch 
ihre thermische Wirkung gemessen. S ist bereits auf die Ein* 
heit der auffangenden Fläche berechnet; es erweist sich ferner 
als zweckmäßige sie auf die Einheit des körperliehen Winkels 
zu beziehen und die Strahlung spektral zu zerlegen. Wir nennen 



(224) 



00 



Säv 



4 



die jjgesamte Helligkeit^' des Strahlbündels und H die 
Helligkeit der spektral zerlegten Strahlung oder die j,Hellig- 
keit" schlechtweg. Beobachtet man ein monochromatisches 
Lichtbündel oder auch ein aus verschiedenfarbigem Lichtft 
zusammengesetztKes in verschiedenen Entfernungen von der ent- 
Beniicnden Fläche ^ so nimmt die Strahlungsintensität S um- 
gekehrt proportional dem Quadrate der Entfernung von der 
leuchtenden Fläche ab 5 in demselben Maße aber nimmt der 
kfirpnrliclu^ Winke] m ab, unter welchem die leuchtende Fläche 
g^vHt^imi win), Wn' Helligkeit jeder Farbe und auch ihr über 
tbis g(inKn Hpt^kii'um erstrecktes Integral ändert sich hei 
fn^ion |i\irt|>llan/,uug des Lichtes im Elaume nicht. 
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l^r Mit M, Planck*^) werden wir den Vorgang der ungeatörieu 
LichtfortpflÄDzung im Räume, da er sich durch passend ge- 
wählte Hohlspiegel oder Linsen rückgängig machen läßt^ als 
nmkehrbaren Vorgang im Sinne der Thermodynamik betrachten. 
Da bei einem umkehrbaren, ohne Arbeitsleistung verlaufendeu 
Vorgange die Temperatur sieh nicht ändert, ao erscheint ea 
sachgemäß j einer beatinmiten Helligkeit inonochroma tischer 
Strahlung in eindeutiger Weise eine bestimmte Temperatur 
zuzuordnen. Es können hiernach zwei Lichtquellen, z, B. die 
Sonne nnd eine Öllampe, dieselbe Lichtstärke ergeben, während 
die „Helligkeiten", entsprechend den verschiedenen Öffnungs- 
winkeln der Lichtbündel, ganz Terschiedene sind. Der weit 
größeren Helligkeit des Sonnenlichtes entspricht eine weit 
höhere Temperatur. Dabei brauchen die Temperaturen der 
einzelnen im Lichtbündel vertretenen Farben im allgemeinen 
nicht die gleichen zu sein. Die Temperatur jeder einzelnen 
Farbe aber bleibt bei der freien Fortpflanzung des Lichtes 

^onstant. 

^P Es erscheint hiernach unzulässig, therm od jn am is che Be- 
trachtungen auf streng ebene Wellen anzuwenden; denn fiir 
verschwindenden Offinungswinkel o wird bei endlicher Strah- 
lungsintensität die Helligkeit nach (224) unendlich. In der 
Tat würde ja eine endliche Strahlung pro Flächeneinheit eine 
unendliche Greaamtemission der unendlich entfernten Licht- 
quelle voraussetzen^ was wir ausschließen müasen. Es kann 
zwar der Offnungswinkel tat sehr klein, aber niemals gleich 
KuU angenommen werden. EbeuBowenig ist es T0m Stand- 
punkte der Thermodynamik aus gestattet, von streng mono- 
chromatischem Lichte zu reden 5 denn eine endliche Strahlnng»- 
intensitat in einem verschwindenden IntervaUa von Schwingung»- 
zahlen würde unendliehe Helligkeit Ifj d, k unendliche Tempe- 
ratur ergeben; nnendliebe Temperatur bedeutet aber in dir 
Thermodvnamik freie Yer wandelbarkeit in Axbeit Auf Sm 

I Energie streng periodischer elektriücher Wellen tst demnaüh 

I der zweite Haoptsatz lier Thermodynaniik, welehar dk Ver^ 
wandelbarkeit in Arbeit einüebriolrtj Öbe^haiipl mAä mm* 
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zuwenden. Von den rein periodischen langen Wellen siüd die 
kurzen, durch ihre leuchtende und wärmende Wirkung sich 
kundgebenden Wellen gerade dadurch unterschieden, daß sie 
nicht streng monochromatisch sind. Jede ,,natürliche" Strah- 
lung, z. B. diejenige einer Spektrallinie, erfüllt ein zwar kleines, 
aber doch von Null verschiedenes spektrales Intervall von 
Schwingungszahlen. Gerade die Anwesenheit einer großen 
Zahl von Partialwellen, welche in regelloser Weise miteinander 
interferieren, ist nach M. Planck diejenige Eigenschaft der 
„natürlichen Strahlung'', welche die Anwendung der Thermo- 
dynamik ermöglicht. Wenn wir im folgenden von „mono- 
chromatischem Lichte" reden, so verstehen wir darunter stets 
solches, dessen Schwingungszahlen ein kleines, aber doch von 
Null verschiedenes Intervall dv erfüllen. 

Um nun den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik fiir 
die Ermittelung der Beziehung zwischen Helligkeit und Tempe- 
ratur fruchtbar zu machen, müssen wir einen reversibeln, mit 
Arbeitsleistung verbundenen Vorgang angeben, bei welchem 
die Helligkeit der Strahlung verändert wird. Ein solcher Vor- 
gang ist der im vorigen Paragraphen behandelte, nämlich die 
Reflexion eines Lichtbündels durch einen bewegten voll- 
kommenen Spiegel; wir überzeugen uns unschwer davon, daß 
derselbe umkehrbar im Sinne der Thermodynamik ist. 

Wir stellen zu diesem Zwecke zwei Vorgänge einander 
gegenüber. Bei dem ersten sei S^ die absolute Strahlung, 
coj der kleine Öffhungswinkel des einfallenden monochromata- 
tischen Lichtbündels, dv^ sei die Breite des Intervalles der 
Schwingungszahlen; a^ sei der Kosinus des Winkels, welchen 
die Achse des Bündels mit der Spiegelnormale einschließt. Durch 

(224a) S^ = H^G)^dv^ 

ist sodann die Helligkeit H^ des einfallenden Bündels definiert. 
Bei dem ersten der betrachteten Vorgänge soll nun j3^ positiv 
sein, d. h. der Spiegel soU sich dem einfallenden Lichte ent- 
gegen bewegen. Dabei wird von äußeren Kräften gegen den 
Strahlungsdruck eine gewisse Arbeit geleistet. Aus (216 b) 
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ant sich der Kosinus cq des Reflexionswinkels^ der Re- 
flexionswinkel ist kleiner als der Einfallswinkel Kach (217) 
wird die Schwingnngszalil des Lidites bei der Reflexion ver- 
größert und gemäß (222) die absolute Strahlung im Yerhaltnis 
des Quadrates der Schwingungg2:ahlen yerstärkt. Da nach (221) 
der OffnungB Winkel des Bündels im umgekehrten Verhältnis 
BS Quadrates der Schwingungszahlen verringert wird, so ist 



(225) 






Dabei ist^ wie aus (217) hervorgeht, das Verhältnis v^:v^ 
bei gegebener Bewegung des Spiegels ein konstaüteSy so daß 
man hat 

dp^ Vi 

Demgemäß wird 

y^«) 1-©'- 

^H Die Helligkeiten der beiden Bündel verhalten sich 

^Briß die dritten Potensten der Schwingungszahlen. 

^H Dem soeben betrachteten Vorgange , bei dem c% der Ko- 
sinus des Reflexionswinkels war^ stellen wir jetzt einen zweiten 
Vorgang gegenüber; hier soll der Einfallswinkel denjenigen 
Wert besitzen, den vorher der Reflexionswinkel besaß. Wie 

I der Wert von cc^, so sollen jetzt auch die Werte von Vgj ^%f 
H^ und cjgy die bei dem ersten Vorgange dem reflektierten 
Bündel zukamen, jetzt dem einfallenden Bündel zugeschrieben 
werden. Gleichzeitig soll die Bewegung des Spiegels in ent^ 
gegengesetzter Richtung vor sich gehen j demrt, daß ß^ einen 
dem Betrage nach gleichen, dem Vorzeichen nach aber entgegen- 

I gesetzten Wert annimmt Setzen wir dementsprechend — ß^ 
an Stelle von ß^ und den Index 2 an Stelle des Index 1, so 

I bleibt (216 b) erfüllt, wenn a^ jetzt der Kosinus des Reflexions- 
winkels ist. Wie der Reflexionswinkel des zweiten Vorganges 
gleich dem Einfallswinkel des ersten ist, so ist nach (217) die 
kleinere Schwingungszahl v^ jetzt diejenige des reflektierten 
Bündels, Folglich sind nach (219) die in der Sekunde um- 

22* 
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gewandelten Mengen strahlender Wärme die gleichen wie vor- 
her; die Umwandlung geschieht indessen in entgegengesetztem 
Sinne. Die gleiche Arbeit, die vorher gegen den Strahlnngs- 
druck geleistet wurde, wird nunmehr von ihm geleistet. Im 
thermodynamischen Sinne gesprochen macht also der zweite 
Vorgang den ersten rückgängig. Die Reflexion eines Licht- 
bündels durch einen bewegten vollkommenen Spiegel 
ist ein reversibler Prozeß. 

Den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik auf die in der 
Sekimde umgewandelten Wärmemengen anwendend, erhalten wir 

Dabei sind d^^ und d^^ die Temperaturen der beiden 
monochromatischen Lichtbündel, gemäß der thermo- 
dynamischen Definition der absoluten Temperatur. 

Aus (227) in Verbindung mit der aus dem Dopplerschen 
Prinzip und der Energie- und Impulsgleichung abgeleiteten 
Relation (219) folgt 

(227a) d'^i d^^ = i;j : v^. 

Die Temperaturen der beiden Lichtbündel ver- 
halten sich wie ihre Schwingungszahlen. 
Hieraus und aus (226) ergibt sich 

(227b) Si:ira = V: V. 

Die Helligkeiten der beiden monochromatischen 
Bündel verhalten sich wie die dritten Potenzen der 
absoluten Temperaturen. An Stelle von (225) aber können 
wir schreiben 
(227 c) H^dv^: H^ dv^ = ^^^ : 'O-j,*. 

Wir forderten oben, daß einem jeden monochromatischen 
Lichtbündel eine Temperatur zugeordnet werde, welche ein- 
deutig durch seine Farbe und Helligkeit bestimmt ist. Diese 
Zuordnung muß, wie für jedes Lichtbündel, so auch für die 
beiden hier betrachteten gelten. Die Relationen (227 a, b) 
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Bchmnken die Form dieser uniTerBelleii Bezißbung ein; die 
allgeraeinstej ümen genügende BeBtimmung der Temperatur ist: 

(228) »^vf{§), 

^fwü f eine willkürliche Funktion ist. Wir können dafür auch 
ßchreiben 

|,(228a) II^&^.g(^). 

Damit haben wir das thermodynamische Gesetz 
der Wellenstrahlang erhalten. 
Die beiden Relationen (227a) nnd (227 b), ans denen das 
Gesetz sich ergibt^ mögen als Verschiebnngsgesetz und 
Veratärkungsgeaetai bezeichnet werden. Das Verschiehnnga- 
gesetz (227 a) ordnet bei der Vergleichung der HeUigkeitenj 
ie zwei verschiedenen Temperaturen entsprechen, zwei ver- 
schiedene Farben einander zu, deren Sehwingungszablen im 
Yerhältnis der Temperaturen stehen. Das Verstärkungsgesetz 
(227 b) besagt sodann , daß die HeUigkeiten der einander so 
zugeordneten Farben sich verhalten wie die dritten Potenzen 
der absoluten Temperaturen. Ist für eine gegebene Temperatur 
empirisch die Helligkeit in ihrer Abhängigkeit von der 
chwingungszahl gegeben, so ist diese Abhängigkeit durch 
das thermodynamische Strahlungsgesetz (228a) für jede andere 
Temperatur bestimmt. 

Das Verstärkungsgesetz hat zuerst L. Boltzmann^) ab- 
geleitet, indem er einen Ton Bartoli angegebenen Kreisprozeß 
verwandte und den Maxwellschen Lichtdruck einführte- Er 
erhielt es nicht in der Form (227h), sondern in derjenigen 
orm^ die aus (227 c) hervorgeht, wenn man zwei Lichtbüudel 
betrachtet, in denen alle Farben die gleiche Temperatur 0"^ 
bzw- d'^ besitzen. Es wird gestattet sein, solches Licht, in 
welchem alle Farben vertreten sind, und zwar mit der gleichen 
Temperatur^ als j, weißes Licht" zu bezeichnen. Vergleicht 
man die Gesamthelligkeiten zweier weißer Licbtbündel^ so wird 

(228 b) fH^ dv^ :fB, dv^ = »* : V ■ 
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Die gesamten Helligkeiten zweier Bündel weißen 
Lichtes verhalten sich wie die vierten Potenzen ihrer 
absoluten Temperaturen. Das ist das Gesetz, welches zuerst 
von Stefan als empirisches Gesetz aufgestellt und dann, ¥rie 
erwähnt, von Boltzmann theoretisch begrOndet wurde. Die 
Gleichung (227 c) übertragt das Stefan-Boltzmannsche Gesetz 
auf zwei monochromatische Lichtbündel. 

Das Yerschiebungsgesetz wurde zuerst von W. Wien 
angegeben.*®) Doch vermochte dieser Autor es nicht, den Zu- 
sammenhang desselben mit dem Dopplerschen Prinzip und dem 
Strahlungsdrucke in einwandsfireier Weise zu formulieren. Das 
gelingt in der Tat nur dann, wenn man von einer präzisen 
Lösung des Froblemes der Lichtreflexion durch einen bewegten 
Spiegel ausgeht. Auf dem hier verfolgten, zuerst vom Ver- 
fasser dieses Werines eingeschlagenen Wege*) erhält man das 
Yerschiebungsgesetz und das Yerstärkungsgesetz mit einem 
Schlage; ihr Zusammenhang mit den Prinzipien der elektro- 
magnetischen Mechanik tritt bei dem gegebenen Beweise deut- 
lich hervor. Wir durften uns nicht mit der Lösung des 
Reflexionsproblemes für den Fall senkrechter Lizidenz ebener 
Wellen begnügen, weil die Kenntnis des Yerhältnisses der 
öflFhungswinkel der beiden Lichtbündel zur Ermittelung des 
Yerhältnisses der Helligkeiten erforderlich war und das Yer- 
hältnis der ÖfiFnungswinkel (221) durch DifiFerentiation von Oj 
nach «1 erhalten wird. Um diese Differentiation ausfuhren zu 
können, muß das Reflexionsproblem für den Fall schiefer 
Inzidenz gelöst sein. 

Wie man sieht, ergibt sich das thermodjnamische Gesetz 
der natürlichen Strahlung aus den allgemeinen Eigenschaften 
der elektromagnetischen Strahlung auf Grund des thermo- 
dynamischen Temperaturbegriffes. Das Gesetz ist auf jede be- 
liebige natürliche Licht- und Wärmestrahlung anzuwenden, wie 
sie auch immer entstanden sein mag. Die so bestimmte 
Temperatur der Strahlung ist aber im allgemeinen durchaus 
nicht mit der Temperatur des strahlenden Körpers identisch. 
Wir müssen die Beziehungen, die zwischen der Temperatur 
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des emittierenden Körpers und der Temperatur der entsandten 
Strahlung best eh en^ hier kurz erläutern^ da auf ihnen die Ver- 
gleichung der strahlungstheo retischen nnd der gewöhnlichen 
gaatheoretiscfaeii Temperaturskala beruht. 

Natürliches Licht kann auf zwei wesentlich verschiedene 
Weisen entstehen: Durch reine Temperatnratrahlung und 
durch Luminiszeaz. Die reine Temperaturstrahlung ist ein 
rein thermischer Vorgang. Die Energie der Wellen entstammt 
dem Wsirmevorrat des emittierenden Körpers und ist durch 
seine Temperatur bestimmt; chemische und elektrische Vor- 
gänge spielen bei dieser Art der Emission nicht mit. Bei der 
Luminiszenz hingegen spielen Vorgänge nicht thermischer Natur 
ndt, und demgemäß ist die entsandte Strahlung nicht aus- 
schließlich durch die Temperatur der Lichtquelle bedingt. 
Daher kann bei den Vorgängen der Luminiszenz von einer 
allgemein gültigen Beziehung zwischen den Temperaturen der 
Lichtquelle und der Strahlung keine Rede sein. Man hat ge- 
funden, daß zu den auf Luminiszenz beruhenden Vorgängen 
die Emission der Linienspektra gehört. Die Temperatur des 
Lichtes der Spektrall iuien gestattet daher durchaus keinen 
Rückschluß auf die Temperatur des entsendenden Körpers. 

Für die reine Temperatnratrahlung lassen sich Be- 
ziehungen zur Temperatur des leuchtenden Körpers aus der 
Thermodynamik ableiten. Man denke sich einen Hoblraumj 
dessen Wunde reine Temperaturstrahler sind; diese Wände 
seien auf einer gegebenen Temperatur ^ gehalten. Nach dem 
Claosiusschen Axiome müssen sich in diesem Systeme, da 
andere als rein thermische Vorgänge ausgeschlossen sind, die 
Temperaturen ausgleichen; es muß sich schließlich ein ther- 
mischer Gleichgewichtszustand herstellen^ bei welchem alle Teile 
des Sjstemes die gleiche Temperatur ^ besitzen. Das gilt 
nicht nur von der Temperatur der materiellen Körper, die man 
etwa in den Hohlraum bringen mag, sondern auch von der 
Temperatur der den Hohlraum erfüllenden Strahlung selbst. 
Die Temperatur der Hohlraumstrahlung ist gleich der 
Temperatur der Wände. Ein im Innern des Hohlraumes 
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befindlicher Beobachter würde von allen Seiten Licht der 
gleichen Helligkeit und der gleichen spektralen Zusammen- 
setzung empfangen. Die Helligkeit muß sich der Temperatur 
des Hohlraumes so zuordnen, wie es das thermodynamische 
Strahlungsgesetz (228 a) fordert. Die Temperatur aller Farben 
muß die gleiche sein, so daß das Licht als ^,weiß'^ in dem 
oben angegebenen Sinne zu bezeichnen ist. Könnte man sich 
in das Innere eines Hohlraumes begeben, dessen Wände so 
stark erhitzt sind, daß sie infolge ihrer Temperatur leuchten, 
so könnte man das thermodynamische Strahlungsgesetz experi- 
mentell prüfen, wenigstens in demjenigen Temperaturbereiche, 
in welchem eine auf der gastheoretischen Skala beruhende 
Temperturmessung möglich ist. 

Da es nun aus naheliegenden Gründen unmöglich ist, 
sich in einen derartig erhitzten Hohlraum hineinzubegeben, so 
hat man einen Kunstgriff angewandt; derselbe war nicht so 
selbstverständlich, wie er uns jetzt erscheinen mag; er besteht 
darin, daß man in die Wand des Hohlraumes ein kleines Loch 
bohrt und durch dieses hineinblickt. Dieser Gedanke ist zuerst 
von L. Boltzmann ^) ausgesprochen und später von 0. Lummer 
und W. Wien ^^) durchgeführt worden. Ist die Öffiiung des 
Hohlraumes hinreichend klein, so stört sie die Herstellung des 
thermischen Gleichgewichtes im Hohlräume nicht; die ent- 
sandte Strahlung ist dann diejenige „weiße Strahlung^', welche 
der Temperatur des Hohlraumes entspricht. Die experi- 
mentelle Untersuchung der Hohlraumstrahlung durch 
0. Lummer und E. Pringsheim^®) hat sowohl das auf 
die Gesamtstrahlung bezügliche Stefan-Boltzmannsche 
Yerstärkungsgesetz, als auch das Verschiebungsgesetz 
durchaus bestätigt. Von einer Bestätigung kann natürlich 
nur so weit die Rede sein, als die auf den Gasgesetzen be- 
ruhende Temperaturskala sich realisieren läßt. Bei Tempera- 
turen oberhalb 1200® C stößt die Anwendung der gastheore- 
tischeu Skala auf Schwierigkeiten. Hier ist diese Skala durch 
die strahlungstheoretische Temperaturskala zu ersetzen, 
welche sich auf das thermodynamische Strahlungsgesetz gründet. 
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' Die experimentelle üntersucliuBg der aus dem Hohlräume 

heraustretenden Strahlung hat nicht nur zur Bestätigong des 
thermodynamischen Strahlungsgeset^es (228 a) geführt^ sondern 
auch zur Bestimmung der dort noch wüLkürlich gelassenen 

Funktion der Variabein f V Die Messungen, an denen hauptr 

Bächlich 0. Lummer und E. Pringeheim^ H. Rubens und F. Kurl- 
banm sowie F. Paschen Anteil haben ^ sind von M. Planck*®) 
durch die Formel zur Darstellung gebracht worden: 



2Av» 



(229) 



Imit den Werten der Konstanten k und A: 



[(229a) 

[(229h) 



ifc-. 1,346^0-1« ^^ 

h = 6,55 ^ 10 ~ ^'^ erg - sec. 



Was die theoretische Begründung des Planckschen 
3trahlungsgeBetzes anbelangt, bo mag auf die einschlägigen 
Arbeiten von M. Planck ^ insbesondere auf seine „Vorlesungen 
über die Theorie der Wärmestrahlung" verwiesen werden^*), 
iVon Wichtigkeit ist insbesondere die Bedeutung der uniyer- 
aeHen Konstanten h\ dieselbe steht in Beziehung zu der so- 
genannten Boltzmann-Drudeschen Konstanten a^ d, h. 
^der mittleren Kraft eines Moleküls bei der absoluten Tem- 
^Mp6^a,tur 1. Es gilt nämlich nach Planck: 

H Mit der Boltzmaun-Dmdeschen Konstanten ist der Wert 
der Masse eines Waaserstoffatoms eng verknüpft ^ und dieser 
"wieder hängt mit dem elektrischen Elementarquantum zu- 
sammen (vgl § 1), So kann denn aas der Konstante h der 
Strahlungsformel der Wert des elektrischen Elementar qnantnms 
ermittalt werden. Es ergibt sich naeh Planck 



erg 



2 ^ gTttd 



,(230) 



c -= 4,69 ■ 10-M 
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elektrostatische Einheiten, was nicht so sehr von dem in § 1 
angegebenen, auf ganz verschiedenem Wege gefundenen Werte (2) 
abweicht. 

Wie Tc, so muß auch die Konstante h der Strahlungs- 
formel eine universelle Bedeutung haben; da die einzige elektro- 
magnetische Eonstante des Äthers die Lichtgeschwindigkeit c 
ist, so muß es sich um eine Eonstante handeln, welche von 
den Eigenschaften der ponderablen Materie oder der Elektronen 
abhängt; es muß aber eine von den individuellen Eigenschaften 
des Eörpers unabhängige Größe sein. 

Merkwürdigerweise fäUt för sehr hohe Temperaturen., bzw. 
für sehr lange Wellen die Eonstante h aus der Strahlungs- 
formel heraus, und es wird die Helligkeit proportional der 
Eonstanten Tc und damit der Boltzmann-Drudeschen Eonstanten 

a; denn (229) geht, für hinreichend große Werte von — , über in 

Eine direkte Ableitung dieser Formel aus der Elektronen- 
theorie der MetaUe hat H. A. Loren tz^) gegeben. Doch führt 
der von ihm eingeschlagene Weg nicht zu dem allgemeinen 
Planckschen Strahlungsgesetze. Das Verständnis dieses Ge- 
setzes auf Grund anerkannter Prinzipien der Elektrodynamik 
und Einetik scheint einstweilen noch nicht möglich zu sein. 
Damit hängt auch die Frage nach der Bedeutung der uni- 
versellen Eonstanten h zusammen. 

§ 44. Dynamik des bewegten Hohlraumes. 

Wie wir im vorigen Paragraphen erwähnt haben, stellt 
sich im Innern eines Hohlraumes, dessen Wände eine und die- 
selbe Temperatur besitzen, ein stationärer Strahlungszustand 
her. Dabei ist die unter einem OflEuungswinkel o einfallende 
Strahlung S dem Öffiiungswinkel co proportional, d. h. es ist 

der Quotient K = —, die sogenannte „spezifische Strahlungs- 
intensität'^ von der Richtung des Strahles unabhängig. Dies 
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ilt untör der Voraussetzung, daß der Hohlraum ruht^ in be- 
äug auf ein Koordinatensystem, in welchem die Geschwindig- 
keit c des Lichtes von der Richtung unabhängig ist, und daß die 
Strahlung von einer gleichfalle ruhenden Fläche aufgefaugen wird. 
Wie liegt nun die Sache, wenn der Hohlraum gegen jenes 
Bezugssystem und damit gegen die auffangende Fläche in Be- 
wegung begriffen ist? Auch dann wird sich, wenn die Tem- 
peratur der Wände allerseits die gleiche ist, bei gleichförmiger 
Bewegung ein stationärer Strahlungszuetand hereteUen, Es wird 
aber sehr wohl die mit Hilfe der rtihenden Fläche gemessene 
spezifische Strahlungsintenaität 



W 



H9,ß) = ^, 



hei gegebenem Quotienten ß aus Betrag der Geschwindigkeit 
I tO I und Lichtgeschwindigkeit Cj noch von dem Winkel <p ab- 
hängen können, den die Vektoren lo und t miteinander ein- 
schließen (vgl. Abb. 5 des § 41). 

Die Theorie^ die wir in den vorangehenden Paragraphen 
entwickelt haben, ist nun imstaude, die Abhängigkeit der epe- 
zifischen Strahlungsintensität von der Kichtung vollkommen 
festzustellen. Dies hat der zu früh verstorbene K. v* Mosen- 
geil^"^) in seiner Dissertation gezeigt. 

Er denkt sieh im Innern des bewegten Hohh-aumeSj und 
mit diesem sich be wegen dj einen vollkommenen Spiegel, Der 
Strahl^ welcher vor der Reflexion den Winkel <p mit der B«- 
wegungsrichtung des Spiegels einschloß^ wird nach der Reflexion 
den Winkel 9?' mit dem Vektor kv bQden, Da nun, nach den 
GL (222) und (221) des § 42, bei der Reflexion am bewegten 
Spiegel die Strahlungen wie die Quadrate^ die Öflhungswinkel 
jedoch wie die reziproken Quadrate der von einem ruhenden 
Beobachter gezählten Sehwingnngszahlen sich ändern, so folgt 
bei Heranziehung des Dopplerschen Prinzips (Gl. 214b) für 
das Verhältnis der spezifischen Intensitäten der einfallenden 
lind der reflektierten Strahlung: 

1 — ßcO^if \** 
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Nun kann aber durch Anbringung des mitbewegten Spiegels 
der nur von der Temperatur abhängige Strahlungszustand in 
dem bewegten Hohlräume nicht geändert werden. Es ist also 
die spezifische Strahlungsintensität K((p'yß) identisch mit der- 
jenigen^ die auch ohne Anbringung des Spiegels im Hohlräume^ 
in Richtungen, welche mit seiner Bewegungsrichtung den 
Winkel 9' einschließen, anzutreffen wäre. Wird speziell (p' 

gleich — gesetzt, so ergibt sich: 

(231) ^(9,/3) = ir(|,^)-(l-/3co89>)-*; 

damit ist die Abhängigkeit der spezifischen Strahlungsintensität 
von der Strahlrichtung ermittelt. 

Dem stationären Strahlungszustand wird im Innern des 
bewegten Hohlraumes eine bestimmte Dichte der Energie und 
der Bewegungsgröße entsprechen. Man berechnet dieselben 
durch Summation der Beiträge der aus allen den Richtungen 
kommenden, inkohärenten Strahlen. Zur Energiedichte liefert 

die Strahlung S den Beitrag — ; es wird daher die Dichte der 

elektromagnetischen Energie: 

n 

(231 a) w = — r rfy sin 9 K{ff>, ß). 

Zur Dichte des Impulses liefert der Strahl ® den Beitrag -^ ^ 

welcher der Strahlrichtung parallel ist und somit den Winkel g> 
mit der Bewegungsrichtung des Hohlraumes bildet. Die resul- 
tierende Dichte der elektromagnetischen Bewegungs- 
größe, die nach der Symmetrie der Bewegungsrichtung parallel 
ist, wird somit 

n 

(231 b) I 9 I = -|- / rfg? sin 9> cos 9 K((p, ß), 



Einem gegebenen Volumen des bewegten Hohlraumes ent- 
sprechen demnach bestimmte Beträge der Energie und des 
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Impulses der ihn erfüllenden Strahlung; da dieselben bei gleich- 
förmiger Beweguug konstant sind, so folgt: Zur Aufrecht- 
erhaltung einer gleichförmigen Bewegung des Hohl- 
raumes bedarf es keiner äußeren Kraft. 

Denken wir uns einen Hohlraum von zylindriacher Gestalt 
der Achse parallel bewegt, so werden auf die zur Bewegungs- 
ricbtuug senkrechten Grundflächen entgegengesetzt gleiche Kräfte 
wirken, d. h. der Strahl ungsd ruck wird für beide Grundflächen der- 
selbe sein. Wir können ihn berechnen, indem wir ein Element 
einer der Grundflächen mit einem Spiegelchen belegt denken 
— hierdurch wird ja der Strahl ungszu stand nicht geändert — , 
und indem wir eine von F. HasenöhrP^) herrührende Betrachtung 
anstellen, welche der in § 42 bei der Aufstellung der GL (215 a) 
angewandten entspricht. Die Arbeitsleistung am bewegten 
Spiegel gegen den Strahlunga druck p ist dem Überschuß der 
entsandten über die aufgefangene Energie gleich. Einfallende 
und reflektierte Strahlen zusammen erfüllen einen Kegel, in 
welchem q> alle zwischen und 3r liegenden Werte durchläuft; 
für jeden Wert von 9? ist die Energiediehfce der Strahlung zu 
multiplizieren mit der zum Spiegel senki^echten Komponente 
der Relativgeschwindigkeit f — Öl, d. h. mit ^(cob^j — ^); je 
nachdem dieselbe positiv oder negativ ist, hat man es mit 
einem reflektierten oder mit einem einfallenden Strahle zu tun. 
Es wird daher: 







n * 

231 c) pß ^ — f d<p sin^ (eoB 9 — ß) K{% ß). 



Hieraus und aus (231 a,b) folgt 



(233) 



J^^lB 



— w. 



Damit ist auch der Strahlnngadruck auf die zur Bewegungs- 
richtung senkrechten Wäjide des bewegten Hohlraumes be- 
stimmt. 

Die Einfuhrung des in (231) erhaltenen Wertes von 
:((p,ß) in (231 a,b) ergibt: 
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Die Integrale lassen sich ausrechnen; man erhält^): 

(232a) - = TJf (!./») -(i^}?;, 

(232b) lBl = ^if(f,^)-(ri^., 

und nach (232): 

(232c) p = i^ir(f,^).^.. 

Im Falle der Ruhe wird die Energie eines Hohlraumes 
vom Volumen V 

(233) Wo=-w,r^^-fK,r. 

Der Druck wird in diesem FaUe gleich dem dritten 
Teile der Energiedichte: 

(233a) Pq= IwQ^^y^K^, 

Die elektromagnetische Bewegungsgröße ist gleich Null, wenn 
der Hohlraum .ruht; bewegt er sich langsam, so folgt aus 
(232), unter Beschränkung auf die zu ß proportionalen Glieder, 
für die Bewegungsgröße: 

(233b) G, = \i,\r=^iw,+p,)r^^W,\tn\. 

Denkt man sich nun eine quasistationäre Bewegung 
des Hohlraumes, d. h. eine solche, bei der die Strahlungs- 
verteilung jeweils der Geschwindigkeit entspricht, so wird eine 
Zunahme der Geschwindigkeit einen Zuwachs an Bewegungs- 
größe erfordern und damit eine der Beschleunigung propor- 
tionale äußere Kraft. Es wird also der strahlungserfüUte Hohl- 
raum ähnlich wie das Elektron eine elektromagnetische 
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Maase besitzen. Bei langsamer Bewegung, Wi> dh CataN 
scheidimg der longjtudmalen und der trajisf«rMl«ii MtaM 
nicht notwendig ist^ folgt aus (233 b) als Wert der Mmm 



(233c) 



m - ^ — *- W 



" Es ist das Verhältnis der elektromiijifnotiMeUiMi 
Masse des Hohlraumes zu seiner Energie itn KiiU«* thn* 
Ruhe genau das gleiche wie für das Kloktruii. 

Die Existenz einer trägen Masse der HoIilnunuslruliUinfif 
ist zuerst von F, Hasen öhrl^^) behauptet worden. Ihr VVnrt 
ist im Verhältnis zur materiellen Masse der Wunde lyider no 
gering, daß einexperimenteller Nach IpVOIS einstweilen 'm Hvhwmi^ 
erscheint Es ist jedoch das Problciii, die »treu^^i? Aliliiingi^» 
keit der Mas&e von der Geschwindigkeit fUr den bpwr^gton 
Hohlraum zu ermitteln, von großem theoretisch ein Itjter*^N»*% 
Die Methoden der Thermodynamik gestatten es, wieM. IMtuM-k^^) 
gezeigt hatj dieses Problem auf Grund <ier obigen [{o)iij|tHt*> 
zu lösen; sie bestimmen wenigstens für quaBiitationilre Vor- 
gänge die mechanischen und thermischen Kigetmc}Mirt*in (\m 
llohlraumes. 

H Nach dem ersten Hauptsatz der Thermodynafirik int dtfr 
Energiezu wachs des Hohlraumes gleich dor Bnmnm mm dn 
von äußeren Kräften geleisteten Arbeit A und der ^ogiUlltrtM 
Wärme Q: 
(234) dW~A+Q. 

Die äußere Arbeit setzt sich zmaflUDüi ftui» der BmM&ltsigßOgß^ 
arbeit und der Koropf^MJauMiflpeii Erfolgt äiB Bmdiimmigmg 
quasistationär, d. li. so »DniSfalkb^ duB die Btmhtm^ 7^ lü^ 
den der betreffenden Ge»ebwtliil%k«jt e^&pf^hmiim &kUk* 
gewichtszustand ajmaidb]iM% M kl M§hd i&f ItmdAmm^lßmg 
zu leistende Arbeit fßmA de» Pmlldft Mi 4»r fi mAwi i M t^ 
keit rnid dem Zmwmdm im B#tr eg iigj tiy8i it. AnlüOTmito M 
die KompwemAßaanihM^ w«» 4m V^»m&m 4m tf^MkkAm 
HoblrattnMi dweh hmgmma^ V#fiilMmv dti&f 4m M4m 
Bewe 
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Brock p Terringert wird, gleich dem Produkt aus Druck üno 

Volumabnalime. Die gesamte Arbeit der äofieren Kräfte wbA^ 

Bomii: 

(234a) A = ßcd&—pdr. 

Nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik 
weiter die xugeflikrte Wärme gleich dem Produkt aus der 
Temperatur ^ und der Zunahme der Entropie S des HoUramnei: 
(234b) Q = &dS. ^ 

Es wird somit der Zuwachs der elektromagDetischen Energie 
der den Hohlraum eTfüllenden Strahlung bei einer quaeistatio-j 
näreu Znstandsänderung: 

(235) dW^ßcäG -pdr+ O^dS. 

Man erreicht für die Dynamik des Hohlraumes ahnheiie 
Vorteile wie für die Dynamik des Elektrons durch Einfülining 
der Lagrangeschen Funktionj wenn man sich des sogenannten 
„kinetiechen Potentialea*^ bedient^ welches definiert wW 
durch: 

(236) H^^S + ßcG - W. 

Der Zuwachs des kinetischen Potentiales hei einer beliebigei ' 
qnagistationären Zustandsänderung des Hohlraumes^ bei der die 
drei unabhängigen Yariabeln, nämlich die Temperatur #j die 
Geschwindigkeit cß und das Volumen Vj gewisse Änderungen 
erfahr en, wird, mit Büeksicht auf (235): _ 

(236 a) dH= Sd'^ + Gedß + pdV. 1 

Man kann folglich ^ durch Differentiation des kinetischen 
Potentiales nach den unabhängigen ^^ ß und F, Entropie^ 
Bewegungsgröße und Druck ableiten: 



te 

I 

le 
■i 

1 



(236b) 



S = 



dM 



e dß ' ^ dV' 



d 



Wie Bewegiing&größej Energie und Entropie, so wird, gemäß 
(236)^ auch das kinetische Potential dem Volumen des Hohl- 
raumes proportional sein; mithin wird der Ansatz zutreffen: 
(237) E=V^h(%,ß), 
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Aus (236) und (236b) folgt 
(237 a) k^»^^ + ßc\t\-w 

(237b) c|9| = g, 1> = Ä. 

Zieht man noch die aus den Mosengeilschen Gleichungen 
(232a,b, c) folgenden Beziehungen heran: 

iß 



(237 c) c\i\=W' 

(237 d) p = w 



3 + ß*' 
3 + ß 



1 ; 



SO kann man die Funktion h in ihrer Abhängigkeit von d" und 
ß bestimmen. 

Was zunächst die Abhängigkeit von ß anbelangt ^ so er- 
gibt sich aus (237b,c,d): 

Diese partielle Diflferentialgleichung wird integriert durch 





(238) h = 



(i-ßy^ 



wo S eine zunächst noch willkürliche Funktion der Temperatur 
-Ö- ist. Aus (237 b) erhält man: 

(238a) ^-ö^ßy> 

(238b) \i\-T(i^ßy> 

and aus (237 c) oder (237 d): 

;238c) ^^0.1±PL. 



{i^ßr 



Aus (237 a) folgt demnach die zur Bestimmung der Tem- 
)eraturfunktion ©(d) dienende Gleichung 

Abraham, Theorie der Elektrizität. IL 2. Aufl. 23 
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Durch S und p drückt Biet folglick die tmnsveräale 

80 auB: 

t 

G S ap\A 1 



(240 d) 



*». 



cß c^ \ a) 



(l-P^ 



y 




wahrend als Wert der „longitudinalen, adiabati sei- Iso- 
bare Masse" sich ergibt^): 

(^«'•) 'A%)..rm-^- 

Die m (240d,e) erhaltene Abhängigkeit von der Geschwindig- 
keit ist ganz dieselbe wie bei dem Lorentzschen Elebroa 
(§ 22), Während aber hier beim Hohlraum der Energiezuwaßb 
znm Teil durch Kompresgionsarbeit gegen den konstäutBE 
StrabluDgsdrack bedingt ist, bleibt beim Lorentzschen Elektron 
der entsprechende Teil des Energiezuwaebses nnerklärt. 



§ 4Ö. Der Lichtweg in einem gleiaMormig bewegten System- 

Wir hatten in § 41 die Aberration des Fixstemhehtes er- 
klärt ^ indem wir zeigten, daß nach der Lorentzschen Theorie 
die Richtung des von einem mit der Geschwindigkeit be- 
wegten Beobachter wahrgenommenen relativen Strahles dur^b 
den Vektor bestimmt ist (GL 209): 



d. h. durch den Vektor der Relativgeschwindigkeit von Liebt 
und Beobachter. Unter W war dabei die Geschwindigkeit der 
Erde zu verstehen. Berücksichtigt man nur die Umlaufes 
bewegnng um die Sonne , indem man eine gemeinsame Be- 
wegung des gesamten Sonnen System ea zunächst außer mM 
läßt; so ist I Ip I nahezu konstant; ee ist 

|to| 
e 



4 



^ = 1 = 1 = 10- 




Welchen Einfluß hat nun die Erdbewegung auf daajeD 
Licht, welches von irdischen Lichtquellen entsandt wird? La&t 
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Ö- 



wt jO' 



Ablj. fi. 



sich nicht durch Beobachtuiig dieses Lichtes, also durch 
optische Verliehe im Laboratorimn, die Bewegung der Erde 
feststellen V Diese Frage fiilui udb dazu, die Lichtfortpflamsung 
in einem gleichförmig bewegten 

(ysteme 2n behandeln. 
Wir denken uns xur Zeit 
--0 TOm Punkte aus (Abb. 6) 
ein Lichtsignal entsandt. Zur Zeit 
i mag es im Äufpunkte P ein- 
treffen. Die absolute Strahlrich- 
tung wird durch den Yon nach P gezogenen Fabrstrahl x 
angezeigt. In dem ZeitintervaUe / hat die Lichtquelle sich^ 
mit der Geschwindigkeit to^ von O nach 0' bewegt. Der Ton 
Bp^ nach P gezogene Fahrstrahl 

(241) ^ = x-%t 

hat die Komponenten 

(241a) X^x-^l, r-y, Z=il, 

Bprenn unter w^ p^ B die Xomponeuten von tj unter 
(241b) l^\x\^ci 

der im absoluten Strahlengang zurückgelegte Lichtweg ver- 

staDden wird. Da 

l 



so kann (241) auch geschrieben werden: 
(241c) jR = (,-»)|_,'i. 

W Es wird demnach die Richtung Am relativen Strulile» 
durch den von der gleichzeitigen Liigo thir Jjiclit^juelle aus 
gezogenen Fahrstrahl augejseigtj d. h, in ^^intHU gl 'Mch förmig 
bewegten Systeme «iftht niriii <lif> Liclittj in-lle dort^ wo 
sie sich gerade befindet. Di« gtsrnüifiNumr licwcgung von 
Lichtquelle und Beobficht^ \tm-\i durch Beobachtung 

der Strahlrichtüiig dur^sb 
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Dagegen sollte man yermuten; daß die Erdbewegung durch 
Messung des Lichtweges sich feststellen ließe. Denn die 
durch P gehende Fläche konstanten absoluten Lichtweges ist 
eine Kugel um 0; der Punkt 0' jedoch, von welchem die 
relativen Strahlen ausgehen, liegt exzentrisch zu dieser EugeL 
Somit würden sich einer gegebenen Länge l des absoluten 
Lichtweges verschiedene Längen R des relativen Lichtweges 
O'P zuordnen, je nach • der Richtung des Fahrstrahles O'P. 
Es fragt sich, ob auf Grund dieses TJmstandes durch Interferenz- 
messungen ein Einfluß der Erdbewegung festzustellen sein 
könnte. Die Untersuchung dieser Frage wird durch die folgen- 
den geometrischen Betrachtungen vorbereitet. 

Aus dem Dreieck OO'P (Abb. 6), mit den Seitenlängen 
ßl, R, l, folgt: 

l^ = ß^p + R^ + 2ßlR cos^; 

somit bestimmt sich, bei gegebenem relativem Lichtweg R, der 
absolute Lichtweg l aus der Gleichung zweiten Gh^des 

ZV-2/JZi?cos^ = Ä«, 



Für das stets positive l erhält man 



oder 

(242) xl = ^^- + y^ + Y^ + Z?. 

Wir ordnen jetzt dem Fahrstrahl 9t mit den Komponenten 
X, r, Z einen Fahrstrahl t' zu, mit den Komponenten 

(242a) a;'=-J, y'-^Y, z'^Z. 

Während die ursprünglichen Koordinaten x, y, z sich auf 
ein im Räume festes Achsensystem bezogen, waren die in (241 a) 
eingeführten Koordinaten X, Y, Z in einem mitbewegten Be- 
zugssystem gemessen zu denken. Die nunmehr durch (242 a) 
eingeführten Koordinaten x\ y' ss' sind diejenigen eines mate- 
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riellen Systemes, welches aus dem gegebenen Systeme durch 
eine Streckung parallel der Bewegungsrichtung im Verhältnis 

hervorgeht. Es ordnet sich somit einem Heaviside- 
Ellipsoide des ursprünglichen Systemes ü im ge- 
streckten Systeme 27' eine Kugel zu: 

(242b) y^ + Y^ + Z^^Vx^'^y'^+V^^r. 

Jetzt wird Gl. (242) zu: 
(243) xl=^V + ßx'', 

dabei ist V der relative Lichtweg in dem Systeme U\ Die 
absoluten Koordinaten eines Punktes in S und die relativen 
Koordinaten des entsprechenden Punktes in 2?' stehen ^ gemäß 
(241a), (242 a), in dem Zusammenhange 
(243a) xx'=x-ßl, y'^y, z^z. 

Aus (243) und (243a) folgt umgekehrt: 
(243b) %V^l-ßx, 

(243c) %x^x''\'ßl\ y = y\ z ^ z\ 

Wir sind jetzt imstande, die Frage zu erörtern, ob durch 
Messung des Lichtweges ein mit der Erde bewegter Beobachter 
die Erdbewegung festzustellen vermag. Dabei kommen für 
Interferenzmessungen im bewegten Systeme nur geschlossene 
relative Lichtwege in Betracht. 

Wir denken uns Licht, im relativen Strahlengang, von 0' 
nach P gesandt, von dort reflektiert und nach 0' zurück- 
kehrend. Der zum Fahrstrahl 91 gehörige absolute Lichtweg \ 
ist, nach (243): ^^ = ^-^-i + ^^'^-i, 

wobei x' und V^ durch (242 a, b) den Komponenten des Fahr- 
strahles Ä sich zuordnen. Wird nun im relativen Strahlengang 
der umgekehrte Weg, längs des Fahrstrahles "PO' oder — W, 
zurückgelegt, so entspricht ihm der absolute Lichtweg 
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Di« Summe der beiden absoluten Licht-wege ist demnach 

(244) h + h^(ii + K)>r\ M 

Wir denten uns, um O* als Mittelpunkt^ eine Kugel Tom : 
Radiug R geschlagen. Für alle die PnnVte P dieser Kugel 
wäre, im Falle der Knhe, der Lichtweg O'PO' der gleichfi. 
Anders im FaUe der Bewegung; in diesem Falle bestimmt sich^ 
wie (244) besagt, der zu O'PO' gehörige absolute Lichtweg _ 
nicht durch den im Syatame H gemessenen Abstand O'Pj f 
sondern durch den im gestreckten Systeme X' gemessenen Ab- 
atand l\ *Dieser aber ist^ wie in (242b) gefunden wurde, meht 
auf Kugeln, sondern auf Heaviside-Ellipsoiden des Systemes J^ 
konstant. So kommt es, daß den relativen Lichtwegen OTO' 
des Systemes 2^, bei gleicher Länge, je nach der Kichtnng 
von O'Pj verschiedene absolute Lichtwege entsprechen 

Ist O'P parallel der Bewegungsrichtung , so wird, nach 
(242a) I 

K + K = x[ + x;^(X, + X^^\ 

Ist dagegen O'P eenkrecht der Bewegungsrichtung, etwa 
parallel der ^-Aehse, so hat man 

Demnach sind, gemäß (244), die zugehörigen absöloten 
Lichtwege 
(244a) aci + «, = (^ + X,) x- », 

(244b) ff, + ft = (^,+ ^,)«-^ 

Bei gleichem relativem Lichtwege wäre hiemach der abso- 
lute Lichtweg L im ersten FaUe im Verhältnis 1 : x großer 
als itn zweiten Falle. Der unterschied der beiden Liehtwege 
betrügt H 

(244c) AL = L[ (1 - ß")-^ - 1 } - ^ß'L, W 

wenn Größen vierter und höherer Ordnung in ß geBtricheO— 
werden. ■ 

Auf die Entdeckung dieser zuerst von Maxwell ans der 
Annahme ruhenden Äthers abgeleiteten Differenz der Licht- 
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rege, welche zwei parallel bzw, seokrecht eur Erdbewegung 
gerichteten relativen Strahlen entsprechen , zielte der Versuch 
Ton A. Michekon^^ hin. Es worden zwei Lichtstrahlen zur 
Interferenz gebracht ^ welche j von derselben Lichtquelle aue- 
gehendj längs zweier zueinander seukrechter Arme O'F und O'Q 
sich fortgepflanzt hatten und dort durch Spiegel zurückgesandt 
waren. Indem jedes Lichtbündol mehrmalB hin und her 
reflektiert wurde^ konnte die Länge L des Lichtweges auf 22 
Meter gebracht werden. Es wurde nun zuerst der Arm O'P 
in Richtung der Erdbewegung gestellt und dann durch Drehung 
des Apparates um einen rechten Winkel der Arm O'Q m diese 
Lage gebracht. Dabei wäre eine Verschiebung der Interferenz- 
streifen zu erwarten gewesen. In Bruchteilen der Wellenläng© 
des verwandten NatriunJichtes gern essen , betragt die für die 
Veracbiebung maßgebende doppelte Differenz der beiden Licht- 



(244d) 



= — ; ~ -^-^ T ===^ \juO i » 

^ ^ 5.9 10-* ' 



5,9 ^ 10" 



^ Die erhaltenen Verschiebungen der luterferenzstreifen aber 
waren kleiner als 0,02 des Streifenah Standes. 

Das negative Ergebnis des Michelsonschen Interfereuz- 
yersuchea spricht gegen die Vorstellungen über die Licht- 
fortpäanzuog im leeren Baume, die den Ausgangspunkt unserer 
Betrachtungen bildeten, falls die bei der Ableitung von (244 % b) 
stillschweigend gemachte Voraussetzung zutrifi*tj daß die Ab- 
messungen der festen Körper auf der bewegten Erde die 
gleichen sind^ die sie auf der ruhen den Erde wären* Läßt 
man die Mogücbkeit einer Dirnen sionsändemrig infolge der 
Erdbewegung zu, so sind die ßeimchtungen enttsprechend ab- 
zuändern, lu der Tat haben Fitzgeraid und H. A. Lor^fiitz 
das negatiTe Ergebnis de» Michebonücheo VerHOche» erklärt, 
indem sie zur Hypotheie dt*r Kontraktion der Materie 
infolge der Erdbewegung ilir*^ Zuflucht tialinieo: li« sollen 
die Körper infolge der Krdb'iwügußg ejn« Kontraktion 

im Verbältni» n pttrulli*! 4*^r B*'Wtigung«ri<5htii|[ig er- 



fahren, derart, d&S di# 



dÄ4s auf t\^r rubiejideA 
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Erde auf einer Kugel liegen würden, auf der bewegten 
Erde auf einem Heaviside-Ellipsoid liegen. 

Daß durch diese Hypothese das negative Ergebnis des 
Michelsonschen Versuches ohne weiteres erklärt wird, folgt aus 
den oben abgeleiteten Beziehungen. Denn nach der Eontrak- 
tionshypothese liegen die Punkte P, die im Falle der Ruhe 
auf einer Kugel um 0' lagen, im Falle der Bewegung auf 
einem Heaviside-Ellipsoide des Systemes 2J. Diesem entspricht 
nun, nach (242 b), im System 27' wiederum eine Kugel um 0'. 
Folglich sind jetzt die in U' gemessenen Lichtwege l[ + l^ die 
gleichen, welches auch die Richtung des Fahrstrahles O'P 
sein mag; dann besagt (244), daß auch die entsprechenden 
absoluten Lichtwege die gleichen sind. 

Nach der Fitzgerald-Lorentzschen Hypothese ist demnach 
ein positives Ergebnis des Interferenzversuches ausgeschlossen, 
nicht nur, was Größen zweiter Ordnung, sondern auch, was 
Größen beliebiger Ordnung anbelangt. Wird der Arm O'Q 
statt O'P beim Michelsonschen Versuch der Richtung der Erd- 
bewegung parallel gestellt, so wird 0'^ im Verhältnis x ver- 
kürzt, O'P im Verhältnis x~^ verlängert, und die hierdurch 
bedingte Veränderung der Lichtwege kompensiert gerade die 
infolge der Bewegung der Erde stattfindende, so daß keine Ver- 
schiebung der Interferenzstreifen zu erwarten ist. 

Man könnte nun einwenden, daß die Dimensionsänderungen 
fester Körper, wenn sie auch sehr klein sind, der Messung 
zugänglich sein müßten. Das wäre aber nur dann möglich 
wenn man die Abmessungen der Körper durch „absolut 
ruhende" Maßstäbe messen könnte. Wir sind aber auf solche 
Maßstäbe angewiesen, die sich mit der Erde bewegen; diese 
erfahren nach der Kontraktionshypothese bei der Bewegung 
der Erde dieselbe Längenänderung wie die zu messenden 
Körper; eine Kugel des irdischen Maßstabes ist der Kontrak- 
tionshypothese zufolge ein Heaviside-EUlipsoid des „absolut 
ruhenden" Maßstabes. Mit irdischen Maßstäben kann man 
diese Behauptung weder bestätigen noch widerlegen. Auch 
wenn man zur Längenmessung optische Methoden verwendet. 
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ist es selbstverständlich imniBglich, die behanptete Kootraktion 
der Materie festzustellen. Man würde dann die Lange eines 
Stabes durch den Licht weg messen ^ während beim Midiekon- 
achen Versuch der Licht weg durch die Länge eines festen 
Stabes gemessen wird Der Einfluß der Erdbewegung auf 
Liehtweg einerseits und Lange des Stabes andererseits kompen- 
siert sich aber gerade so^ daß sie auf der bewegten Erde gleich 
erscheinen, wenn sie auf der ruhenden gleich wären; eine 
optische oder elektrische Messung kann also niemals die be- 
hauptete Anisotropie der Körper auf der bewegten Erde fest- 
steHen. 

Die zxir Erklärung des Michels ons eben Versuches ein- 
geführte Kontraktion shypotbese erscheint zunächst bedenklich, 
H. A. Lorentz hat indessen versucht, sie plausibel zu machen^ 
indem er von der Vorstellung ausging, daß die Moleknlai^ 
kräfte, welche die Form fester Körper bestimmen, elektrischer 
Natur sind. An jedem Moleküle des ruhenden Körpera halten 
sieh, dieser Vorstellung zufolge, die von den übrigen Molekülen 
herrtihrenden elektrostatischen Kräfte das Gleichgewicht. Wird 
nun der Körper in eine gleiehfiirmige Translationsbewegung 
Tersetzt; so werden die Moleknlarkräfte abgeändert, indem zu 
dem elektrischen Felde ein magnetisches tritt. Wie in § 18 
dargelegt wurde, entspricht dem Gleichgewichte der elektro- 
statischen Kräfte im ruhenden Systeme ein Gleichgewicht der 
elektromagnetischen Kräfte in einem bewegten Systeme, wel- 
ches ans jenem durch eine Kontraktion im Verhältnis k parallel 
der Bewegnngsrichtung herrorgebt. In dem bewegten kontra- 
bierteu Systeme würde also an jedem Moleküle Gleichgewicht 
der Moleknlarkräfte beeteheo, wenn es in dem ruhenden 
Systeme bestand. Es erscheint die Annahme nirht uugert^bt* 
fertigt, daß das System der Moleküle, in Bewegung geaetist^ 
TOD selbst die neuen Gleichgewichtslagen annimmt; dann er 
fährt der Körper gerade die Loren tzecbe Kontraktion. 

Betrachtet man die Molekularkrilfte in rubend<tn KtHrptm 
bIb elektrostatische Kräfte, und laßt man die Wirkungf*» d*9r 
regellosen Molekularbewegnngen aufiar ucht^ ho i^r^olitunl tsn 
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hiernach plausibel^ daß ein fester Körper, in Bewegung ge- 
setzt, sich der Bewegungsrichtung parallel im Verhältnis % 
kontrahiert. Allerdings dürfen wir uns nicht verhehlen, daß 
wir noch weit davon entfernt sind, die Molekularkräfte in 
ruhenden Körpern auf Grund der elektrischen Auffassung be- 
friedigend gedeutet zu haben. 

§ 46. Die Ortszeit. 

Wir wollen uns in diesem Paragraphen auf den Stand- 
punkt der Kontraktionshypothese stellen. Dann verstehen wir, 
wie es kommt, daß bei der Messung des Lichtweges die durch 
die Bewegung des Systemes gegebene Vorzugsrichtung dem 
mitbewegten Beobachter entgeht. Es empfiehlt sich, mit den 
Koordinaten a?', y', e' des Hilfssystemes 2J' zu rechnen, welches 
aus dem gegebenen materiellen System durch eine Streckung 
parallel der Bewegungsrichtung, im Verhältnis 1 : x, hervor- 
geht. Denn, wenn das System aus der Ruhe in den Zustand 
der Bewegung übergeht, werden die relativen X-Koordinaten 
gemäß der Kontraktionshypothese im Verhältnis x:l kleiner; 
die zugehörigen a;'-Koordinaten jedoch sind im Falle der Be- 
wegung die gleichen wie im Falle der Ruhe. Mit den Koor- 
dinaten x\ y\ z' des Systemes 27' und dem in diesem Systeme 
gemessenen Lichtwege V stehen die auf räumlich feste Achsen 
bezogenen Koordinaten x^ y, z und der absolute Lichtweg l in 
dem durch (243, 243 c) bzw. durch (243 a, b) formulierten 
Zusammenhange. 

Einem mitbewegten Beobachter, der in dem Systeme 2^ 
seine Messungen vornimmt, scheint das Licht nach allen Seiten 
hin mit der gleichen Geschwindigkeit fortzuschreiten; wir 
wollen diese Geschwindigkeit mit c' bezeichnen und zulassen, 
daß sie von dem Betrage der Geschwindigkeit des bewegten 
Systemes abhänge, mithin von der durch ruhende Beobachter 
gemessenen Lichtgeschwindigkeit c verschieden sei. Da der 
Lichtweg jedesmal das Produkt der Lichtgeschwindigkeit und 
Lichtzeit ist, so kann Gl. (243) geschrieben werden: 

(245) Tict^c' i -\-f^x\ 
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Die Zeit i^ ^ d h. den Quotienten aus Lichtweg V und 
Lichtgeachwindigkeit c' im bewegten System 2^^ nennt H. A. 
Lorentz die „Orte zeit". Diese Zeit ist m^ nach der mit- 
bewegte Beobacliter ihre Uhren stellen, wenn sie sich zur Ver- 
gleichung des Ganges der Uhren elektrischer oder optischer 
Mittel bedienen. Dies kann etwa folgendermaßen geschehen/*) 

In den Punkten 0' und A' des bewegten Syatemes mögen 
sich zwei synchrone Uhren befiuden. In dein Augenblick, wo 
die Uhr in 0' die Zeit Null anzeigt, werde von 0' aus ein 
Lichtzeichen gegeben; bei seinem Eintreffen in A soU der 
Zeiger der dortigen Uhr auf diejenige Zeit eingestellt werden, 
die sich als Quotient aus dem mit einem mitbewegten Maß- 
stäbe gemessenen Liehtwege 0* A und der im bewegten 
Systeme E' gemessenen Lichtgeschwindigkeit c' ergiebt. Die 
so geateUte Uhr zeigt die Ortszeit f des Punktes Ä an, Ihren 
Znsammenhang mit der ,^allgem einen" d. h. der von ruhenden 
Beobachtern festgestellten Lichtzeit t gibt (245) an; dabei ist 
tx^ die Projektion des Lichtweges 0' Ä auf die Bewegung.^- 
richtung des Sygtemes, 
■ Wir wollen annehmen, daß wie x so auch der Quotient 
e : e nur um Größeu zweiter Ordnung in ß von eins verschieden 
sei. Dann wird (245) bei Vemachlässigung von Größen 
zweiter Ordnung 



(245 a) 



t^t +^ 



W Es geht also in einem Punkte A des bewegten System es 
die auf Ortszeit gestellte Uhr nach oder vor gegen die allge- 
meine Zeitj je nachdem die ^'-Koordinate des Puaktes Ä po- 
sitiv oder negativ ist; dabei ist die Identität der allgemeinen 
Zeit t und der Ortszeit f im Koordinatenuraprung (/ wülkür- 

Mch festgesetzt worden. Der Gangunterschied -- arweier nach 

Ortszeit t' bzw. nach allgemeiner Zeit t gestellter Uhren er- 
fahrt einen entsprechenden Zuwachs, wenn man, durch ein 
Liehtzeichen von Ä aus^ iu der oben erläuterten Weise eine 
Jn S befindliche Uhr regnliertj dieser Zuwachs ist jeweils 
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bezogen auf deren Ortszeitskala^ T*' die vom Beobachter wahr* 
genommene ümlaufszeit, gemeBsen in seiner Ortszeitskala. 

Durch Division von (252a) imd (252) folgt, mit Rück- 
sicht auf den in (247) eingegebenen Ausdruck von V: 

Aus (247) und (250 a, h^ e) leitet man die Formel ab: 

mit deren Hilfe (252 b) übergeht in: 

Unter T' und T haben wir ein bestimmtes Zeitintervall 
verstanden — die Dauer eines Umlaufes des Zeigers der bewegten 
Uhr (des Jupitermonde«), beobachtet von einem mit der Uhr 
(dem Jupiter) bewegten Punkte aus — welches wir das eine 
Mal auf die Ortszeitskala der bewegten Chr, dai andere Mal 
auf die Skala der allgemeinen Zeit bezogen haben* Das Ter- 
liältnia T':T ist daher identisch mit dem durch (250) be- 
stimmten Verhältnis zweier einander entsprechender Zeitele- 
mente in X' und 2:: 

*n" _ c dl c 1 — ßn^ 



AuB 
(252d) 



äi c dl e yi ßt 



folgt aber gemafi (252 c) das Verhältnis der vom Beobachter 
wahi^uommenen Umlaufszeiten, das eine Mal in der Skala 
des System es 27 ^ das andere Mal in der allgemeinen Zeitskahl 
des System es 2} gemessen: 

(2ö2e) ^'-JvFTpi. 

Wie um Schlüsse des vorigen Paragraphen dargelegt wurde, 
ist dits das Vt^rhiiltnis^ nachdem sich die Daner irgendeines 
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periodisehen Vorganges ändert, wenn man ihn zuerst in der 
Skala der allgemeinen Zeit und sodann in der Ortszeitskala 
eines mit der Geschwindigkeit ß parallel der ar-Achse bewegten 
Beobachters mißt. Es ist dies femer ^ wie wir gemÜß dem 
Postiilate der Relativität in (246c} forderten, die Änderung 
der TJmlaufsgeschwindigkeit des Zeigers einer ühr, welche au« 
dem Zustande der Ruhe in den der Bewegung versetzt wird. 
"Nach der Annahme von Einatein (o' = c) stimmt das Verhält- 
nis (252 e) mit (246 a) überein^ wahrend ei nach unserer Auf- 
fassung gemäß (246 b) gleich eins wird. Welche von beiden 
Auffassungen man anch bevorzugt, der Einfluß der Bewegung 
des ganzen Systemes entzieht sich der Beobachtung^ da der 
mit dem Systeme bewegte Beobachter mit seiner Uhr dieBelbe 
Umlaufazeit des Zeigers der relativ zu ihm bewegten Uhr fest- 
stellt, als wenn daa ganze System im Raum ruhte. 

Wir gehen jetzt zur Transformation des Beschleuni- 
gungsvektor a über. Wir setzen 

(263.) i-.'^.y^, 



und erhalten durch Differentiation von (250 a) 
^_ ^, _ dl d^ j ^^-ß 



M_ dl d i ^^- ß \ 

''« dl'dlXi — ßnJ ' 
jd hieraus^ mit Rüekaicht auf (350) 



{^-ß^;}'' 



mithin 

(253b) C=ä-^- 

oder 

Ähnlieh erhalten wir aus (250 b) durch Differentiation 
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folglich 

und entsprechend für die ;8f- Komponente 

Die Formeln (253 c, d, e) können wir noch einfacher 
sehreiben, wenn wir zur Abkürzung den Vektor einführen 

dann lauten sie nämlich 

(254a) K-Ky ^ity-Py' «^i=V,- 

Betrachten wir insbesondere einen — materiellen oder 
elektrischen — Punkt, der sich gerade mit der Geschwindig- 
keit des Systemes bewegt, aber nicht mit konstanter, sondern 
mit variabler Geschwindigkeit. Die Regeln, nach denen die 
Beschleunigungskomponenten aus dem System 2 in das 
System 2J' umzurechnen sind, gehen aus (253b, d, e) hervor, 
indem gesetzt wird 

dann folgt: 

(255) q;=q^x-^ q;=qyX-^ q;=:q,x-^ 

Diese Ergebnisse werden weiterhin von Nutzen sein. 

§ 48. Das Theorem der Relativität. 

Die im vorigen Paragraphen erörterte Lorentzsche Trans- 
formation steht, wie wir gesehen haben, in enger Beziehung 
zu den Gesetzen der Lichtfortpflanzung im Räume. Da diese 
Gesetze, der Theorie der elektromagnetischen Strahlung zufolge, 
sich aus den Feldgleichungen der Maxwellschen Theorie ab- 
leiten, so kann man erwarten, die Lorentzsche Transformation 
mit diesen Feldgleichungen verknüpft zu finden. In der Tat 
ist H. A. Loren tz^^ von den Feldgleichungen seiner Theorie 
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^aua zu jener Transformation und zu dem niujmehr abzaleiten- 
,,Tlieor©m der Relativität'^ gelangt. Von den Autoren, 
die, dem töd Loren tz eingeschlagenen Wege folgendj das 
Fehlen eines merklichen Einflnssee der Erdbewegung mit 
diesem Theorem in Verbindung gebracht haben^ sind H. Poin- 

fcare*^, A. Einstein ^^), M, Planck*^) und H. Minkowski^) zu 
nennen. Wir Terstehen^ indem wir uns der Schreibweiee deß 
§ 28 bedienen^ unter t und | die elektromagnetischen Vektoren^ 
die in den ursprünglichen Feldgleiehungen der Elektronen- 
theorie auftreten; diese lauteuj wenn man ci ^ l^ Ö = £rq setzt; 

cürl|--|j-43rpil, 



cürlt + |*^0, 



(I) 

(n) 

(in) dive = 4;r^, 

l(IY) diy^-^O. 

Welche Form nehmen diese Feldgleiehungen an, wenn man, 
l^gtatt der Unabhängigen x, y^ ß^ l durch die Lorentzsche Trans- 
formation (247) die neuen Unabhängigen x\ y\ Zy V einführt? 
Wir transformieren zunächst die 4 partiellen Differential- 
gleichungen (lU) und (I), indem wir die Regeln (247 b) beachten; 
ksie ergeben dann: 

dX 36, 3«, 1 , 3«. P 






+ ^7 = ^'^«"'^ 



Zx' X **" er « ar « ■•■ 3« » 



iitpa 






dr « 



dx* 



dx' « dt ^ 
fan setze nun: 

>aim erhalt man aus den ersten beiden jener Differential- 
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gleichungeii, indem man die eine, mit — ß multipliziert^ zur 
anderen addiert: 

»If-f^-wl-*»»«.-«. 

wahrend die beiden letzten Differentialgleichungen sich achreikn; 

da:' dy' df -^^^*lr^ 

Transformiert man ferner die Dichte der Elektrizität ge- 
mäß der Festsetzung 
(257) *Q'=p{l-ßC 

und dementsprechend die Dichte des Konyektion&stromea^ mit 
Rücksicht auf (250a, b, c), folgendermaßen: 

(257 a) *9t = (f(^.-ß), 

(257b) e'<ln=(»H,, 9'l\'.= 9^., 

BO lautet das Syatera der transformiertea Feldgleiclmiigen (I) 
und (in) in leicht Terständlicher Symbolik: 

(ni') div'e'=4we', 

(10 CTirl'I|'-|| = 4a;9'i|'. 

Aus (III) und (I) gehen (IV) und (II) hervor, indem man \ 
statt t, — t statt l achreibt und p gleich Null setzt. Di die 
Formelu (256) hierbei ungeändert bleiben, wofern zugleich | 
an Stelle von t', — c' an Stelle tou Jj' tritt, so lauten offenbar 
die transformierten Feldgleichungen (IV) und (11); 

(IV) div'|'=0, 



m 



curlV+f = 



Es entsprechen also die auf das System 2?' transformierten 
Feldgleichangen durchaus den Feldgleichungen des nrsprüng- 



Uan V 
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liehen Systemes 27, falls die Dichte der Elektrizität gemäß (257), 
und faUs die Feldstärken gemäß (256) transformiert werden. 
Wir woUen zunächst auf die Bedeutung der Relation (257) 
genauer eingehen. Die Vergleichung mit (250) ergibt für das 
Verhältnis der elektrischen Dichten in einander entsprechenden 
Punkten von 27 und 27': 

(258) f = S- 

Andererseits ist aus dem im vorigen Paragraphen bereits 
erwähnten Umstände, daß die Funktionaldeterminante der Lorentz- 
schen Transformation gleich 1 ist: 



-^0 



-^^00 



dl' 


dl' 


dl' 


dl' 




1 


_1 


dl 


dx 


dy 


dz 




« 


X 


dx' 


dx' 


dx' 


dx' 




_l 


1 


~dT 


dx 


dy 


dz 




ü 


X 


dy' 


dy' 


ay' 


Sy' 










dl 


dx 


dy 


dz 




dz' 


dz' 


dz' 


dz' 










dl 


dx 


8y 


dz 





1 



1 



1, 



die bemerkenswerte Folgerung zu ziehen: Einander entsprechende 
Bereiche in den vierdimensionalen Mannigfaltigkeiten der Größen 
{x y zl) und {x' y' z' V) haben die gleiche Ausdehnung: 

dx' dy' de' dV = dx dy de dl . 

Demnach ergibt (258): 

(258 a) q' dx' dy' dz' = q dx dy dz, 

d.h. einander entsprechende Baumelemente in27und27', 
ersteres zu einer gegebenen allgemeinen Zeit t, letzteres zu der 
entsprechenden Zeit t', haben die gleiche elektrische 
Ladung. Wir können demnach das Resultat der obigen Ent- 
wickelungen so zusammenfassen: 6ehtmanvondem Systeme 
27 durch eine Lorentzsche Transformation (247) zum 
Systeme 27' über, indem man die elektrischen Ladungen 
entsprechender Volumelemente zu entsprechenden 
Zeiten einander gleich setzt, so bleiben die Feld- 



380 Zweiter Abschnitt Vorgang« in wägbaren Körpern. § 48. 

glaichungeu der Elektronentheorie ungeändert, wo^ 
ferß man die Feldstärken t, ^ in ü und t', |' in 2"' 
durch (256) einander znordnct Diesen mathematiBcLeii 
Satz nennen wir mit H. Minioweki^) das j^Theorem der 
Relativität^^ 

Dieses Theorem gestattet es, jedes Problem, welches sich 
auf ein in gleichförmiger Translationsbewegnng begriffenes 
elektromagnetisches System Z bezieht^ in ein anderes Problem 
zu transformieren, welches ein ruhendes^ parallel der Bewegungs* 
richtung im Verhältnis 1 : Yl — ß^ gestrecktes System £' be- 
trifft. Diese Abbildimg auf ein rahendes System ist uns keines- 
wegs neu; wir hatten sie bereits in § 18 auf das Feld eines 
gleichförmig bewegten Elektrons angewandt und sie iE §15 
bei der Erörterung des Versuches Ton Michelson herangezogen. 
Wir wissen auch, daß das System Z\ wofeiii man keine be- 
sondere Hypothese hinzunimmt, im allgemeinen von dem nf* 
sprüngUchen Systeme im Falle der Ruhe Yerachieden sein wird^ 
und daß dann die Bewegung des Systemes auf die elektro- 
magnetischen Vorgänge in demselben einen Einfluß zweiter 
Ordnung äußern wird. 

Die Hypothesen, durch welche man dem Postulate der 
Relativität Genüge leisten kann^ sind jetzt auf Grund d^ 
obigen, aus den Feldgleichungen abgeleiteten Theorems folgender- ] 
maßen zu formulieren; Das ruhende System Z!'^ welches 
ans dem gleichförmig bewegten Körpersysteme iT durch 
die Lorentzöche Transformation hervorgeht, soll -^ 
geometrisch wie elektromagnetisch — mit demselben 
Körpersysteme im Falle der Ruhe identisch sein. Dies^ 
Forderung enthält in sich die Koutraktionshypotheae sowie die 
in § 46 aufgestellte Hypothese, die sich auf den Gang einer 
bewegten Uhr bzw. auf die Lichtgeschwindigkeit in einem 
bewegten Systeme bezieht. Zu diesen Annahmen tritt uun 
eine weitere, welche die Dichte der Elektrizität betrifft; da die 
elektrische Ladung eines Ranmelements bei der Kontraktioa 
nngeändert bleiben soUj so muß die Dichte q' in dem ruhenden 
Systeme Z" entsprechend kleiner sein als in dem bewegten 



d^lM 



p 



kontrahierten Systeme 
q^ ^ ß setzt: 

(258 b) 
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in der Tat ergibt (257) j wenn man 



p'=pVT:r^. 



» 

* 



Diese Forderung ist eng mit der auf den Lichtweg be- 
züglichen Forderung (246 c) verknüpft; denn elektriache Dichte 
und Liehtweg sind im Sinne des Relativitätstheorems durch 
die allgemeine Beziehung (258) miteinander verbunden. 

Findet nun in dem bewegten Syeteme I^^ infolge einer 
gewissen Bewegung der Elektrizität , ein elektromagnetischer 
Vorgang etatt^ gemäß den Feldgleiehimgen (I) bis {lV)j so wird 
ein im Räume fester Beobachter die Feldstärken tj |) feststeUen. 
Der mitbewegte Beobachter jedoch, mit seiner nach der Orts- 
zeitskala gestellten Uhr und seinem kontrahierten Maßstäbe^ 
wird der abgeänderten Dichte der Elektrizität und des Kon- 
vektionsstromes, den Feldgleichungen (!') bis (IV) entsprechend^ 
die Feldstärken t\ff' zuordnen. Älsdaim wird er die gleich- 
förmige Bewegung des abgeschlossenen Systemea nicht wahr- 
nehmen können^ wie es das Postulat der Relativität verlangt; 
denn der elektromagnetische Vorgang verläuft für ihn genau 
sOj als ob das System ruhen würde. So ist denn für ihn der 
Einfluß der absoluten Bewegung elimbüertj obwohl er in den 
ursprünglichen Feldgleichungen enthalten war. 

Den Einfluß der absoluten Bewegung ganz zu beseitigen^ 
gelingt indessen nicht. Er muß von Bedeutung werden^ sobald 
man die Beobachtungen eines mitbewegten Beobachters nait 
denen eines solchen vergleicht ^ der sich an der Bewegung 
nicht beteiligt. Ein solcher würde ^ wenn er über hinreichend 
genaue Apparate verfügte^ festzustellen imstande sein, ob die Ver- 
änderung (246 a) im Gange einer Uhr^ welche Einstein behauptet, 
der Wirklichkeit entspricht; er würde, indem er seine Messung 
der Lichtgeschwindigkeit mit denjenigen vergleicht, die im be- 
wegten System gewonnen sind^ den von uns angenommenen Ein- 
fluß zweiter Ordnung der Bewegung auf die Lichtgeschwindigkeit 
(246 b) prüfen können. Die eine oder die andere Größe muß 
von der absoluten Bewegung des Systemes abhängen, wofern 
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die Maxwellschen Feldgleichungen fQr den leeren Raum zu- 
treffen. 

Die Loren tzschen Feldgleichungen führen, auf Grund des 
Relatiyitätspostulats, weiter dazu, einen Einfluß der Bewegung 
auf die Dichte der Elektrizität anzunehmen, entsprechend der 
Forderung (258 b). Hiemach würde sich ein Elektron, in Be- 
wegung gesetzt, derart kontrahieren, daß seine Dichte im Ver- 
hältnis 1 : yi — ß^ zunimmt. Diese Kontraktion würde einem 
mitbewegten Beobachter entgehen, aber nicht einem an der 
Bewegung des Elektrons unbeteiligten. Nun stehen: wir gerade 
bei der Beobachtung der Kathoden- und der Becquerel-Strahlen 
auf dem Standpunkte des ruhenden Beobachters. Die Messung 
der Ablenkung der in diesen Strahlen mit Geschwindigkeiten 
von der Ordnung der Lichtgeschwindigkeit bewegten Elektronen 
kann daher zur Prüfung jener aus dem Belatiyiiatspostulat 
abgeleiteten Hypothesen dienen. Obwohl wir schon in § 22 
gesehen haben, daß das Ergebnis der Versuche biaher jener 
Hypothese ungünstig gewesen ist, wollen wir dennoch die 
Dynamik des Elektrons Yom Standpunkte des Relatiyitäts- 
postulates noch einmal erörtern. 

§ 49. Anwendung des BelativitätstheoreniB auf die Dynamik 

des Elektrons. 

Wir denken uns ein Elektron von der Ladung e in gleich- 
förmiger geradliniger Bewegung begriffen, falls es von dem 
Bezugssystem 27 aus beobachtet wird; das System U" bestimmen 
wir so, daß seine a:- Achse mit der Bewegungsrichtung des 
Elektrons übereinstimmt, und daß q'=0 ist. Dann wird die 
Geschwindigkeit in 2J: 

^.-ß, %-0, q.-0. 

Beim Übergange von 2J' zu 2J wird, gemäß (258 b), die 
elektrische Dichte infolge der Kontraktion im Verhältnis 
1 : yi — ß^ vergrößert, während die Ladung entsprechender 
Volumelemente, mithin auch die gesamte Ladung des Elektrons 
ungeändert bleibt: 
(259) e'=e. 



(260) 
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Da im System 2J' das Elektron niht, so wird die an ihm 
angreifende äußere Kraft Ä' in diesem System gegeben durch 
den Vektor ^j'^^'^' 

wofern e', die von den übrigen Elektronen herrührende Feld- 
stärke^ in dem vom Elektron eingenommenen Bereiche als 
homogen betrachtet wird. Auf Grund von (256) und (259) 
findet man fttr die Komponenten von Ä' die Beziehungen 

Der Vektor Ä ist die am Elektron angreifende äußere 
Kraft; bezogen auf das System 27; es ergibt sich aus dem in 
§ 4, S. 18 zugrunde gelegten allgemeinen Ausdruck (V) für die 
elektromagnetische Kraft. 

Wir denken uns nun, ausgehend von dem oben an- 
genommenen Zustande — der Ruhe in 2J\ der gleichförmigen 
Bewegung in U — , dem Elektron eine kleine Beschleunigung 
erteilt. Unter Annahme quasistationärer Bewegung wird dann 
in 2J' die Bewegungsgleichung bestehen (vgl. 253 a): 

(260a) M,i^'=M,% = ^%^r, 

WO Mq eine Konstante bedeutet. Von hier aus kann man, 
auf Grund der Transformationsgesetze (255) für die Be- 
schleunigungskomponenten und (260) für die Kraftkompo- 
nenten, sofort zu den Bewegungsgleichungnn in 2J übergehen; 



sie werden 


f^o«-»«!.»«« 


(260 b) 


M,x-\ = x-^^^, 




Jfo;e-»q. = x-ift.. 



Dieses sind die Bewegungsgleichungen des Elek- 
trons für quasistationäre Bewegung, welche dem Re- 
lativitätspostulate genügen. Setzt man 



(260c) [^'^ 



JfoX-»=Jfo(l-^»)-i, 
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SO haben, gemäß (253)/ die Größen 
(260«i) . m.= f* w,= ^- 

die Bedeutung der longitudinalen bzw. der transversalen 
elektromagnetischen Masse. Aus diesen Beziehungen folgt, 
daß die Masse bei langsamer Bewegung in 2 einen anderen 
Wert hat als in U', falls, wie wir zuließen, die Lichtgeschwindig- 
keit in den beiden Systemen nicht genau den gleichen Wert 
hat; dann ergibt sich nämlich mit Rücksicht auf (260a): 

(260e) moC^ = -afo = <ß''- 

Für die Kaufmannschen Versuche kommt indessen nicht 
sowohl die Masse Wq als vielmehr das Produkt aus Masse und 
Quadrat der Lichtgeschwindigkeit in Frage. Li der Tat geht, 
wie aus 61. (122a) des § 21 zu ersehen ist, die Masse nur in 
der Verbindung ein: 

C WqC" 

diese Größe aber hat auch dann, wenn c und c' verschieden 
sind, in U und 27' den gleichen Wert; denn aus (259) und 
(260e) folgt 

(260f) ' '' 



Man wird auch auf dem hier eingeschlagenen Wege, vom 
Relativitätspostulate ausgehend, wiederum auf die Lorentzschen 
Formeln (125) und (125 a) für die Masse des Elektrons ge- 
führt. In der Tat gelangt man, wenn man mit Lorentz das 
Elektron im Ruhezustande als kugelförmig betrachtet, durch 
die obige Transformation zu einem Heaviside-EUipsoid in 27, 
d. h. zum Lorentzschen Elektron; für ein solches hat ja Lorentz, 
wie wir in § 22 dargelegt haben, den Ausdruck (124e) der 
elektromagnetischen Bewegungsgröße abgeleitet, den wir auch 
schreiben können: 
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und aus dem sich die obigen Formeln für die elektromagnetische 
Masse ergeben. Unter Annahme eines im Falle der Ruhe kugel- 
förmigen Elektrons besteht also Übereinstimmung zwischen 
dem Relativitätspostulate und dem Impulssatze. Aber mit dem 
gleichfalls aus den Feldgleichungen und dem elektromagnetischen 
Kraftausdrucke abzuleitenden Werte der elektromagnetischen 
Energie lassen sich, wie wir in § 22 gezeigt haben, die Lorentz- 
schen Formeln für die Masse nicht vereinbaren, ohne dem 
Elektron eine neue, nicht elektromagnetische Form der Energie 
zuzuschreiben. 

Nun ist allerdings der Gedankengang, durch den wir auf 
Grund des Relativitätspostulates zu den Formeln für die Masse 
gelangt sind, unabhängig von der Annahme der Kugelgestalt 
im FaUe der Ruhe. Man könnte in 2J' die Gestalt des Elek- 
trons beliebig lassen, stets fordert das Relativitätspostulat, daß 
beim Übergange zu U die Kräfte und Beschleunigungen sich 
entsprechend der Lorentzschen Transformation ändern, und 
hieraus resultieren die Transformationsformeln (260 c). Die 
anscheinend größere Allgemeinheit dieses Gedankenganges 
könnte indessen nur dann zur Hebung der erwähnten Schwierig- 
keit dienen, wenn eine andere Ruhegestalt des Elektrons in 27' 
angegeben würde, die beim Übergange zu 2J Werte des Im- 
pulses und der elektromagnetischen Energie ergäbe, welche 
sich (vgl. § 22) folgendermaßen aus der Lagrangeschen Funk- 
tion L ableiten lassen: 

Man gelangt nun zu den obigen Formeln für die Masse, 
wenn man setzt 



(261) L^-M,Yr^\ 

mithin 

(261a) m-^Tß-^, 

(261b) W=cß\®\-L=^- 

Abraham, Theorie der Elektrizität. H. 2. Aufl. 26 
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DaiLD 



müßte Mq identisch 



ßein mit der elektrostatischen 



Energie des ruhenden Elektrons 



(261c) 



Jf.- W, 



Or 



und somit die Masse bei langsamer Bewegung, nach (260i 

den Wert besitzen 



(261 d) 



nti 



= ^j>. 



Dies ist die Ton A. Einstein ^^) und M. Planck*^) an- 
genommene Beziehung zwischen der Masse und dei 
Energie einea Körpers. 

Nun erhält man aber für das Lorentzsche Elektron^ wie 
oben bemerkt wurde, Mq gleich % der elektrostatischen Energie^ 
und es steht der Nachweis aus^ daß es irgendeine Rahegestalt 
des Elektrons gibt, für welche die Relation (261c) gilt. Bis 
er erbracht ist, wird man es als zweifelhaft bezeichnen müssen, 
ob sich überhaupt die elektromagnetische Djnamifc des Elektrons 
mit dem Relativitätspostulat yereinbaren läßt. Verzichtet man 
aber überhaupt auf eine elektromagnetische Begründung der 
Dynamik des Elektrons^ so fallt jeder Grund für die Anwen- 
dung des Relatiyitätstheorems fort, welches ja eben auf den 
Differentialgleichungen des elektromagnetischen Feldes beruht. 
Dann entfällt um so mehr die Berechtigung, das R-elativitäts- 
theorem auf die Mechanik wägbarer Körper anzuwenden. 

Auch stimmen, wie wir gesehen haben^ die Konsequenzen 
des Relativitätspostnlats keineswegs mit den Messungen der 
Äblenkbarkeit der Becquerelstrahlen ü berein. Man darf daher 
der Anwendung der Lorentz sehen Transformation auf die ein- 
einzelnen Elektronen einstweilen skeptisch gegenüberstehen. 

Indessen gibt es viele Aufgaben der Dynamik des Elektrons^ 
bei denen es auf die Gestalt desselben nicht ankommt, sondern 
wo es genügt, es als eine Punktladung zu betrachten. Bei 
diesen Aufgaben bringt die Anwendung des Theorems der_ 
Relativität oft eine Vereinfachung der mathematischen Behati 
lung mit sich. 



49. 
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^ Von dieBem Standpunkte aus wollen wir das in § 15 be- 
handelte Problem j die Reaktionskraft der Strahlang zu 
finden^ wieder au&ehmen. Wir wollen zeigeiij daß durch An- 
Wendung des Rektiritätstheoremä sich der allgemeine Ausdruck 
(87) der Reaktionskraft ergibt, falls für langsame Bewegung 
die in Gl. 58 des § 9 angegebene Formel zutrifft, die wir mit 
Rücksicht auf (253a) schreiben können: 



(262) 






P Dies mag der Auedruck der Rückwirkung der Strahlung 
in dem System Ü' sein, welches ans dem bewegten Elektron 
auf Grund der im Eingang dieses Paragraphen angegebenen 
Transformation entsteht. Beim Übergang zu 2i ist zu bedenken, 
daß nach (259) die elektrische Ladung nngeändert bleibt^ und 
daß jede elektromagnetische Kraft den Transform attonsforra ein 
(260) genügen muß. Auf Grund dieser Überlegung erhalten 
wir in 2? für die Reaktionskraft der Strahlung den Ausdruck 



l262a) 



^'=l^M^]> 



70 ^ eben der in GL (254) des § 47 eingefühi-te Vektor ist^ 
dessen Komponenten durch (254 a) mit denen des Vektors q '^ 
rerknüpft sind. Es handelt sich also nur noch um die Be- 

Bühnung des Vektors 

dV dV dl \{i — ß^y "•" (1— pqjäp 

den sich durch Ausffihniug der Differentiation und mit 
lücksicht auf GL 250 ergibt 



(|M< 



+ 



+ 



Hier ist nun, wie im Eingänge dieses Faragrapheu an- 
gegeben worden ist, su setzen 

fl, = ^M, = fl. = 0; dann folgt 
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Dieser Ausdruck für die Reaktionskraft der Strahlung 
zeigt sich, mit Rücksicht auf (253), mit dem früher von 
uns in § 15 angegebenen Ausdruck (87) als identisch 
Das Theorem der Relativität erspart uns den dort fortgefallenen 
Eindeutigkeitsbeweis. 

Aus der Reaktionskraft der Strahlung ergeben sich nun, 
wie dort gezeigt worden ist, durch Integration nach Zeit und 
Weg und durch partielle Integration der so entstehenden Inte- 
grale, für die von einer bewegten Lichtquelle entsandte Energie 
und Bewegungsgröße die Beziehungen (82 b) und (83), die wir 
jetzt zu schreiben haben: 

(263) _^=2e«,{i|»x-* + (M)*x-), 

(263a) -^w-J «*«{ i*"-* + («li)V-'} = E- 

Den letzten Ausdruck, der die in der Sekunde von der 
Lichtquelle emittierte Energie angibt, haben wir gleich E ge- 
setzt. Der erste bestimmt die in der Sekunde emittierte Be- 
wegungsgröße und führt zu der Bewegungsgleichung der Licht- 
quelle : 

(263b) ^{„»„} = _i£ = _tt.|. 

Die emittierte Wellenstrahlung übt eine der Be- 
wegung der Lichtquelle entgegengerichtete Kraft auf 
diese aus. Wirken keine sonstigen Kräfte, so muß dem- 
nach entweder die Geschwindigkeit oder die Masse der Licht- 
quelle abnehmen. Die erstere Möglichkeit ist auszuschließen, 
wenn man das Relativitätspostulat erfüllen will. Denn beim 
Übergang zu 27' würde die Geschwindigkeit H und mithin 
die Reaktionskraft (263 b) gleich NuU werden, während der Ge- 
schwindigkeitsänderung in 2J, wie in § 47 gezeigt wurde, auch 
eine Geschwindigkeitsänderung in 27' entspricht. Das Relativi- 
tätspostulat führt somit, wie A.Einstein") imdM. Planck*^) 
bemerkt haben, zu einer Massenabnahme eines leuch- 



t| 60, 
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t enden Kör pars, die gleich seiner Emission, dividiert durch 
das Quadrat der Lichtgeschwindigkeit^ ist: 

(263c) ~^ = -J- 

Dieaelhe ist natürlich zu idein^ um der Beobachtung zugänglich 
I zu Bein, 

^ § 50. Die aUgememen Feldgleichungen für rascli bewegt© 
l Klörper, 

^fe Die Bedeutung der Lorentzschen Transformation beruht 
» darauf, daß sie die elektromagnetischen Fddgleichungen für den 
leeren Raum in sich selbst überführt. Die Schwierigkeitenj 
welche in der Dynamik der Elektronen der Erfüllung des Re- 
lativitätspostnlatB entgegen stehen^ rühren daher^daß die Dynamik 
der Elektronen nicht auf den Feldgleicbungen allein beruht, 
sondern daneben noch auf kinematischen Bedingungen, 

Diejenigen elektrischen und optischen Vorgänge dagegen, 
welche sich im Innern der wägbaren Körper abspielenj sind in 
ihrem Verlaufe vollkommen durch das System der Feldglei- 
ehungen bestimnit. Wird diesen Feldgleichungen Tdr den Fall 
rascher Bewegungen eine Form gegeben, welche durch eine 
Loren tzsche Transformation in die Feldgleicbungen für den 
FaU der Ruhe überzuführen ist, Bo ist das Relativitätspostulat 
ohne weiteres erfüllbar. In dieses Gebiet fallen die meisten 
der Versuche über den Einfluß der Erdbewegung, deren nega- 
tives Ergebnis der Erklärung bedarf: Die Experimente von 
Lord Rayleigh^'*) und D. B. Brace^), welche die Entdeckung 
einer durch die Erdbewegung bedingten Doppelbrechung zum 
Ziele hatten; ferner die Meaeungen von F. T, Trouton^^) und 
A- 0. Rankin ej welche den Widerstand eines Drahtes be- 
trafen, der das eine Mal parallel, das andere Mal senkrecht zur 
Richtung der Erdbewegung gespannt ist Diese Versuche be- 
anspruchen eine so große Genaaigkeit, daß Größen zweiter Ord- 
nung in ß hätten beobachtbar sein müssen. Wie wir in diesem 
Paragraphen sehen werden, erklären die in § 38 aufgestellteu 
Feld gleichun gen — sowohl diejenigen von H. Minkowski als 
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auch diejenigen Ton £. Colin — die Ergebnislosigkeit dieser 
nnd yieler ähnlicher Versuche. 

Die Grandgleichungen Ton Minkowski lanten, wenn l = et, 
W =^ c^ gesetzt wird: 

(Id) earl$ _ «^'.»^ 4;r( p, + i), 



(Ud) 


Carl « + ^•- = 0, 


(nid) 


dir 4acS — ^^(>> 


avd) 


div « =0. 



Hierzu treten zwei Bedingungen^ welche die Vektoren tt, $, S,8 
im bewegten Eörpersystem 27 miteinander verknüpfen. Sie er- 
geben sich^ indem man aus den GL (15 a — d) die dort mit 
Ü'^' bezeichneten Vektoren eliminiert: 

(Vd) 4«S) + [,f] = 5{« + [^ll]}, 

(VId) «-[,«] = p{§-[,4«ä»]}. 

Wir vergleichen dieses System von Differentialgleichungen 
mit den Feldgleichungen der Elektronentheorie^ die wir in § 48 
in Lorentzscher Weise transformiert haben. Die Gleichungen 
(Ud, IV d) entsprechen durchaus den Peldgleichungen (II, IV), nur 
daß an Stelle von e und 1^ dort, hier die Vektoren (& und 8 
treten, die in § 28 als die Mittelwerte jener definiert worden 
waren. Aus der formalen Identität folgt ohne weiteres, daß 
die transformierten Gleichungen jetzt lauten: 

(ü'd) curr«'+^,' = 0, 

(IV'd) div' ö' = 0, 

wofern die Vektoren 6', ö' desSystemes 27' denen des Systemes 
U durch die folgenden, den Gl. (256) entsprechenden Beziehungen 
zugeordnet werden: 



(2^*) l»: = »„ x»; = », + /?€., xö;=».-/3e,. 
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Femer lehrt der Vergleich von (Id, Illd) mit den GL (I, III) 
des § 48, daß in diesen Gleichungen den Vektoren t, ^ dort, 
hier die Vektoren 4ä® und § entsprechen. Es liegt somit 
nahe, diese Vektoren beim Übergang zu 2' folgendermaßen 
zu transformieren: 

.gggJ 4^®:=4^®., ^4^®;=4^®y-^§., x4ä®>4ä®, + ^§^; 
l §:=§., ^§;==§,+^4;r2)^, x§>§-^4;r2)^. 

Nimmt man dies an, so gehen die Gleichungen (Id,ind) durch 
die Lorentzsche Transformation in die Grundgleichungen für 
ruhende Körper über: 

(Fd) eurr§'-^ = 4^|^; 

(Iird) divU^®' =4;rp', 

falls beim Übergang von dem gleichförmig bewegten System 27 
zum ruhenden System U' sich noch die Größen p, 9q+ — 
in p', — so umrechnen, wie gemäß (257, 257 a, b) in §48 die 
Größen q und ()q in ^' und p'q' sich transformierten: 

(266) ^9' = p_^(p,^ + ^), 

(266a) xK = CQ^, + i,-CQß, 

(266b) i; = C(.q, + i,, i:-cpq. + i.; 

da das ganze System 2J sich mit der Geschwindigkeit cq^ = cjS 
parallel der a;- Achse bewegt, so kann man einfacher schreiben: 

(267) i, = xi;, i^ = i^, i. = i;. 

(267a) xQ=Q'+ßk 

In dem ruhenden System U' gelten nun die Feldgleichungen, 
die aus (I'd bis IV 'd) durch Einführung der Beziehungen 

(268) 4;r®'=£«', »' « fi§', 1'=^®' 

hervorgehen. Die ersten beiden dieser Beziehungen ergeben 
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sich nun wirklich aus den Relationen (Vd, VId), wenn man, ge- 
mäß (264) und (265), vom bewegten Systeme 2J zum ruhen- 
den Systeme 2' übergeht. Hieraus erzielt man, zunächst für 
Isolatoren: Die Minkowskischen Feldgleichungen für 
ein in gleichförmiger Translationsbewegung begriffe- 
nes System gehen durch die Lorentzsche Transfor- 
mation in die Maxwell-Hertzschen Feldgleichungen 
für ruhende Körper über. Sie sind also geeignet, auf Grund 
der in den letzten Paragraphen erörterten Hypothesen, das 
Postulat der Relativität zu erfüllen. 

Damit dies auch für Leiter gelte, muß, wie aus der letzten 
der Relationen (268) im Verein mit (264) und (267) hervor- 
geht, im bewegten System 2 sein: 

(269) i,-xtfe., i,=-^|«,-^».), i. = ^(e. + /3e,l. 

Die Komponenten der Dichte des Leitungsstromes sind also 
jeweils proportional den Komponenten der elektromagnetischen 
Kraft, d. h. des Vektors 6 + [t|ö]; doch wird durch die Be- 
wegung die Leitfähigkeit für parallel der Bewegungsrichtung 
fließenden Strom im Verhältnis x : 1 kleiner, dagegen für Ströme, 
die senkrecht zur Bewegungsrichtung fließen, im Verhältnis 
1 : X größer als im Falle der Ruhe. 

Daß so das negative Ergebnis des Versuchs von Trouton 
und Rankine seine Deutung findet, ist klar**). Die Kontraktion 
des Drahtes, die parallel seiner Längsrichtung stattfinden soll, 
wenn er der Erdbewegung parallel gespannt ist, würde eine 
Widerstandsabnahme zur Folge haben; diese wird durch jene 
Abnahme der spezifischen Leitfähigkeit kompensiert. Ist hin- 
gegen der Draht senkrecht zur Bewegungsrichtung der Erde 
gespannt, so würde die Lorentzsche Kontraktion eine Abnahme 
des Querschnitts, mithin eine Widerstandszunahme im Verhält- 
nis l:x im Gefolge haben, deren Kompensation gerade in jener 
Zunahme der Leitfähigkeit für senkrecht zur Bewegungsrichtimg 
fließenden Strom liegt. 

Die Minkowskischen Feldgleichungen für bewegte Körper 
stehen, wenngleich sie nicht aus den Feldgleichungen der 
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Elektronentheorie auf Grund von Hypothesen über die mole- 
kularen Vorgänge abgeleitet sind, doch mit dieser Theorie in 
engem Zusammenhange; es wurde bei ihrer Aufstellung das 
aus den Feldgleichungen der Elektronentheorie gewonnene 
Theorem der Relativität als heuristisches Prinzip benutzt. Die 
Feldgleichungen der Elektrodynamik bewegter Körper 
hingegen, die von E. Cohn®) herrühren, sind auf einem von 
der Elektronentheorie unabhängigen, induktiven Wege ge- 
wonnen. Sie lauten, wie wir bereits in § 38 angegeben haben: 



(le) curir=4;rj|? + |), 



(He) 


c.rir = -^, 


(me) 


diyS) = (>, 


(IVe) 


diT» = 0, 


(Ve) 


4«» + [qri = f ®', i 


(VIe) 


»-[qeT = pr 



aW, 



Dabei ist cq der Geschwindigkeitsvektor der Materie. In 
(IVe) ist übrigens der Ansatz von E. Cohn insofern spezialisiert 
worden, als die Existenz von wahrem Magnetismus hier nicht 
angenommen wird. 

Die Cohnschen Grundgleichungen sind für den Fall eines 
gleichförmig bewegten Systemes zwar nicht durch die Lorentz- 
sche Transformation auf die Form der Grundgleichungen für 
ruhende Körper zu bringen, wohl aber durch eine andere, 
einfachere Transformation, nämlich die folgende: 

(270) r=-l-ßxy x'^x^ßl, y=y, z ^ z. 

Hier sind x\ y, z die Koordinaten eines Punktes des parallel 
der rc-Achse bewegten materiellen Systemes, bezogen auf ein 
mitbewegtes Achsensystem. Von einer Kontraktion beim Über- 
gang von Z' zu dem ursprünglichen materiellen System 2 ist 
hier keine Bede; ebensowenig ist es notwendig, zur Deutung 
der Beziehung zwischen den Lichtwegen l^ct und V=^c't\ 
eine Verschiedenheit in den Skalen der allgemeinen Zeit und 
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der Ortszeit oder verschiedene Worte der Lichtgeschwindigkeit 
in 27 und 27' anzunehmen. 

Es ist nicht schwer, in die Feldgleichnngen (le bis Yle) 
die neuen unabhängigen x\ y\ b\ X einzuführen. Zunächst 
ist, da die Differentiationen nach l in (le, Ue) sich auf mit 
der Materie bewegte Punkte bezieht, d. h. hier auf konstant 
gehaltene x\ }(j e, zu setzen: 

di~ cv' 

Beachtet man femer, daß hier ist: 

so kann man die zur Umrechnung von curl und diy dienenden 
Regehl symbolisch so schreiben: 

curl = curl' — \% ^1 , 

diy = diy'-(4). 

Auf Ghnind dieser Regeln und der Beziehungen (Ve, VIe) 
findet man die auf das System 27' transformierten Feldgleichungen: 



(rei curl' 



dV 



(H'e) curr«'=-^|^, 

(in'e) AW Bis: ^ 4.7t q\ 

(IV'e) div>#'=0, 

wobei Q die Bedeutung hat: 

(270a) e'=e-|i«. 

Hier ist also — bei fehlendem Leitungsstrom i — die 
Dichte der Elektrizität im bewegten System 27 die gleiche wie 
in dem auf Ruhe transformierten System E\ während in der 
Lorentz-Minkowskischen Theorie, entsprechend der Kontraktion 
der bewegten Materie und Elektrizität, gemäß (267 a) die Dichte 



[&0, 



Zweites KapiteL Bewegte Körper. 
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3er Elektrizität im Yerhältnis 1 : x beim Übergang ziiin be- 
vegten Systeme zu ändern ist. In beiden Theorien beeinflußt, 
ie aus (267 a) bzw. (270a) hervorgeht, ein der Bewegungs- 
riehtung paralleler Leitungestrom die Beziehung zwischen den 
Dichten der Elektrizität in JT und ^\ E. A. Lorentz spricht 
in diesem Falle von einer j^Kompeneationa ladung*' des strom- 
führenden Drahtes^ da jene Ladung die in 2] vom Magnetfeld 
des Stromes auf mitbewegte elektrische Ladungen ausgeübte 

»Kraft gerade aufbebt. 
I Die Feldgleichungen (I'e bia IV e), welche aus den Cohn- 
flchen Feldgleichnngen durch die Transformation (270) hervor- 
gehen , stimmen nun in der Tat mit den MaxweU-Hertzschen 
Feldgleichnngen für ruhende Körper überein. Es genügt 
also die Theorie von E. Cohn dem Postulate der Rela- 
tivitätj ohne daß sie eine Deformation der bewegten 
Körper anzunehmen hat, oder eine Änderung im Werte 
der Lichtgeschwindigkeit oder gar ein spezifisches 
Zeitmaß im bewegten Systeme. Hier findet also das nega- 
tive Ergebnis der Vereuche, welche Über den Einfluß der Erd- 
bewegung auf die elektromagnetischen und optischen Erschei- 
nungen angestellt worden sind^ eine in mancher Hinsicht ein- 

^K fächere Deutung als in der Lorentzsehen Theorie. 

^P Die Cohnschen Feldgleichungen für bewegte Körper gehen 
nicht wie die Minkowskischen dadurch in die Feldgleichungen 
für den Äther über, daß man £ = 1, fi = If ^ = setzt. Dieser 
Umstand bringt Schwierigkeiten mit sichj wenn es sieh um 
Vorgänge handelt ^ bei deren Deutung man von dem Einfluß 
der wägbaren Materie abzusehen pflegt. Hierher gehört der 
Versuch von Michelsonj dessen Theorie wir, vom Lorentzsehen 
Standpunkte aus, in § 45 gegeben haben. Dabei wurde von 
dem Einfluß der atmosphärischen Luft abgesehen und nur von 
der Liehtfortpflanznng im leeren Räume gesprochen; das nega- 
tive Ergebnis des Versuches wurde durch die Kontraktion der 
Materie erklart. Nach E, Cohn dagegen soll eine Kontraktion 
der Steinkonsolej welche die Spiegel trägt, nicht stattfinden. 
.Es soll der Einfluß der Luft es bedingen, daß hier nicht die 
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Feldgleichongen für den leeren Raum^ sondern eben die Feld- 
gleichungen (le bis VIe) für bewegte Dielektrika Anwendung 
finden. Das negative Yersuchsergebnis findet so seine Erklärung; 
in der Tat werden einem Beobachter, der sich mit der Erde 
bewegt, die Vorgänge gemäß den Feldgleichungen (I'e bis 
lY'e) zu verlaufen scheinen, d. h. genau so, als ob die Erde 
ruhte. Hiemach würde jedoch ein positives Ergebnis des 
Michelsonschen Versuches zu erwarten sein, wenn man ihn im 
luftleeren Räume ausführen würde. 

Ferner fehlt der Theorie von Cohn der Zusammenhang 
mit der Dynamik der Elektronen; sie umfaßt nicht diejenigen 
elektromagnetischen Vorgänge, die man an den Kathodenstrahlen 
und den Radiumstrahlen beobachtet. Hier kann nur eine 
atomistische Theorie Erfolge erzielen; der Cohnschen Theorie 
bleiben, ihrem rein phänomenologischen Standpunkte ent- 
sprechend, diese feineren Vorginge verschlossen. Sie ist in 
ihrer Anwendung auf diejenigen Vorgänge beschränkt, die sich 
in den wägbaren Körpern abspielen. 

Allerdings scheint es, als ob die auf dem Relativitäts- 
postulate fußende Weiterbildung der Lorentzschen Elektro- 
dynamik ebenfalls auf die Vorgänge in wägbaren Körpern 
beschränkt ist ; denn ihre Anwendung auf die freien Elektronen 
begegnet den mehrfach erörterten Schwierigkeiten. Es wäre 
auch sehr wohl denkbar, daß das Relativitätspostulat für die 
Bewegung der wägbaren Materie zuträfe, aber nicht auf die 
Bewegung der freien Elektronen anwendbar wäre. Freilich 
scheint, wenn man diese Auffassung annimmt, das Band zwischen 
den Vorgängen der Konvektionsstrahlung und denen, die sich 
im lichtaussendenden Moleküle abspielen, gelöst zu sein. Die 
Verknüpfung zwischen diesen Vorgängen aber ist eine wert- 
volle Errungenschaft der Elektronentheorie, die kein Physiker 
leichten Herzens aufgeben möchte. Bedenkt man jedoch, wie 
gering die Ergebnisse der Elektronentheorie in der Erklärung 
der Spektralgesetze und der anomalen Zeeman- Effekte noch 
sind, so wird man gerade hier noch am ehesten eine Lücke in 
dem Weltbilde der Elektronentheorie vermuten. Es ist sehr 
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wolü möglich^ daß die Elektrizität im Tunern der wägbaren 
Körper ein anderes Verhalten zeigt als bei der Konvektions- 
strahlung^ wo sie sich losgelöst von der Materie bewegt. So 
einfach; wie es die Theorie des normalen Zeeman-Efifektes an- 
nimmt, ist die Verknüpfung von Elektrizität und Materie sicher 
nicht. Unserer Unkenntnis der zwischen den Atomen der Materie 
und der Elektrizität wirkenden Kräfte würde es entsprechen, 
weon man die elektromagnetischen und optischen Vorgänge in 
bewegten Körpern mehr phänomenologisch durch ein System 
von Feldgleichungen beschreiben würde, welches dem Relativitäts- 
postulate genügt, sei es durch die Cohnschen oder die Lorentz- 
Minkowskischen. So würde für die Dynamik der Elektronen 
der Weg freigehalten, welcher dem Fortschritte der experimen- 
tellen Forschung auf dem Gebiet der Kathoden und Radium- 
Strahlung zu folgen hat. 



Formelzusammenstellang. 

I. Feld und Bewegung einzelner Elektronen. 

Grundgleichungen der Elektronentheorie: (§ 4 S. 17, 18) 

I) curl§-i-^=4;rl = 4Ä9|, 

II)curie+i|| = 0, 

ni) div e = 4t7CQ, 
TV) div § = 0, 

v)f5 = e + |[ii§] 

(elektromagnetische Elraft pro Einheit der Ladung). 
Dichte der elektromagnetischen Bewegungsgröße: 
(ß) « = ^.® = 4iiM (öl. 18 S. 26) 



(«) 
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(y) 



W 



W 



(S) 



Fonnelzusammenstellmig. 

Lösoug der Gnmdgleichungen: 
& = curl « (GL 28 S. 36) 

a V0~|^ (GL 29 S. 36) 

Es sind die elektromagnetischen Potentiale: 
4^^fxdkfda)Qikyl-X) (GL 50 S. 56) 



(GL 50a S. 56) 



« ^fxdxfda)t{X, l-X) . . . 



Dabei ist l^ct, X ist der Latensweg^ X*d(o das Flächen- 
element einer mit dem Radius X um den Aufyunkt ge- 
schlagenen Kugel. 

Lösung mit Hilfe des Hertzsehen Vektors: 

^=fxdxfd(o^{X,l^X) (GL 48 S. 53) 

i 
q ^fm (GL 47 S. 53) 



^==curl|| 



GL48c,d S. 54) 



6q ist das anfängliche elektrostatische Feld. 

I ii I 
Bewegte Punktladung c: d Geschwindigkeit^ /3 = i— !^ 

X = ]/l — ß^, t' Zeit des Entsendens, t Zeit des Eintreffens 
im Aufpunkte, r, X^ Fahrstrahl vom Orte des Entsendens 
zum Aufpunkte bzw. entsprechender Einheitsvektor: 

e e_dt^ \ 

r dt 



9 



i^-'i) 



« = 



et 



etct^ 
rc dt 



(GL 63, 64, 65, § 11) 



«— Sf^)"+r.|'.-?l(i-^'+'-^'l§T| 

(Gl. 72, 73, S. 95) 



^ = [ti< 



I. Feld nnd Be-wegung einzelner Elektronen. 
Ausgestrahlte Energie und Bewegungsgröße: 
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(v) 



2 



. . (Gl. 82, 83, S. 116) 



Beaktionskrafb der Strahlung: 

(*) *- l?||. + ^' + ^ + ^'1- (ö^ 87, S. 119) 

Elektromagnetische Massen des Elektrons. All- 
gemeine Formeln: 



(0 



m, == -^rrr longitudinale Masse 
m^ = TTTT transversale Masse 



. (Gl. 115, 115a, S. 174) 



(^) 



Starres kugelförmiges Elektron (m, Masse bei lang- 
samer Bewegung): 



xW = ^|-^'~([^ + r^l (Gl-117d,S.180) 

w, = »»o-|v(/3), 
^('3)=^|(4r^)^«(SD-ll • (Gl.n7e,S.180) 

Lorentzsches Elektron: 



(-1) 



(f*) 



w. = »»„ 



»w,= 


»»0 


^-H • 




Bucherersches Elektron: 


w.= 


Wq- 


X-8/»(l- 


-H } . 


m,= 


Wo- 


x-«/» 





(Gl. 125, 125a, S. 191) 



. (Gl. 130c, d, S. 197) 



w 
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n. Elektromagnetlselie Torg&nge In wigbaren KSrpem. 

Grundgleichungen der Elektronentheorie nach . 
H. Minkowski (§§ 38 und 50) : 

(Id) curl$= ^(|? + 9tt, + i) 

(Ild) curl€ = -i|?, 

(Hld) diT ä)= Q, 

(IVd) div » = 0; 

Relativer Strahl: 
@' = ;^ [«'#'] (GL 213b, S. 325) 

r = « + |[to§] 

(Gl. 203, S. 316) 



(g) 



Flächenkraft für die Flächeneinlieit einer im Baume 
bewegten Fläche: 

(o) r=^J2e'e„ + 2§'§„-n{er + §§'}). 

(öl. 204, S. 317) 

Thermodynamisches Gesetz der Wellenstrah- ; 

lung: 

{7t) H=^'-g{^) (Gl. 228, S. 341) ^ 

bestimmt die Helligkeit H der Strahlmig von der Tempe- 
ratur ^ mid der Schwingungszahl v. 
Plancksche Formel: 



, V o 2ÄV» 1 



(Gl. 229, S. 345) 



{k und h sind universelle Konstanten}. 



fi 
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